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Zusammenfassung

Diese Arbeit gibt eine prizise Formulierung des folgenden Resultats: Es gibt eine Aquivalenz von
Kategorien zwischen endlichen Fichern und normalen separierten torischen Varietdten. Dazu werden
zundchst im Detail Kegel studiert und Eigenschaften wie Rationalitdt und strikte Konvexitét ein-
gefiihrt. Kegel sind dabei Teilmengen des R", die sich als Menge der positiven Linearkombinationen
endlich vieler vorgegebener Vektoren realisieren lassen. Im Anschluss wird betrachtet, wie einer gut-
artigen endlichen Ansammlung rationaler, strikt konvexer Kegel, sogenannter Féicher, eine normale,
separierte, torische Varietit zugeordnet werden kann. Torische Varietiten, die wir in der Sprache der
Schemata betrachten, tragen dabei eine Gruppenwirkung von einem in ihnen enthaltenen algebrai-
schen Torus. Im letzten Abschnitt werden wir nach Ubergang zur Kategorie der Privarietiiten skizzie-
ren, dass diese funktorielle Zuordnung wesentlich surjektiv ist, das heilt dass jede normale separierte
torische Varietit zu einer iiber diesen Funktor erhaltenen Varietit isomorph ist. Die wichtigsten Quel-
len fiir diese Arbeit sind [Full], [Sch] und [Odal].

Abstract

This work gives a precise formulation of the following result: There is an equivalence of categories
between finite fans and normal separated toric varieties. Therefore we first study in detail cones and
there properties, such as being rational or strictly convex. Cones are defined to be subsets of RR”
which consist of the positive linear combinations of finitely many fixed vectors. Afterwards we study
the possibility to associate a normal separated toric variety to a special kind of finite sets of rational,
stricly convex cones, so called fans. Toric varieties, which we consider in the language of schemes,
contain an algebraic torus which acts on them as a group scheme. In the last chapter we switch to the
language of prevarieties and sketch that this functorial construction is essentially surjective: Every
normal, separated toric variety is isomorphic to one which comes from the functor from fans to toric
varieties. The main sources for this work are [Ful], [Sch]] and [[Odal].
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Kapitel 1

Formulierung der Kategorienaquivalenz

Dieses Kapitel dient dazu, alle wesentlichen Begriffe dieser Arbeit zu definieren sowie eine Formulie-
rung der Kategorieniquivalenz zwischen Fichern und torischen Varietiten anzugeben. Eventuell ist
es etwas miihselig, so viele Definitionen in Folge zu lesen. Dem Leser sei deshalb nahegelegt, dieses
Kapitel zunidchst nur zu iiberfliegen, und dann bei Bedarf in spiteren Kapiteln wieder auf die hier
eingefiihrten Begriffe zuriick zu kommen. Grundlegende Kenntnisse aus [Har, ch. 1-2] werden zum
Verstidndnis vorausgesetzt. Wir verwenden die Konvention IN = {0, 1,2, ... }. Quellen dieses Kapitels
waren [Oda], [Ful] und fiir die Ausfiihrungen iiber Gruppenschemata [Sta, Tag 022L].

1.1 Die Kategorie (FAN) der Facher

Definition 1.1 (Gitter). Ein Gitter ist eine abelsche Gruppe N, die isomorph ist zu Z" fiir ein n € IN.
Die Zahl n € IN hei$it die Dimension des Gitters.

Ist N ein Gitter und sind by, ..., b, die Bilder der Standardbasisvektoren e, ..., ¢, unter einem
Isomorphismus Z" — N, so ist {by, ..., b,} offenbar eine Basis von N. Hat umgekehrt eine abelsche
Gruppe N eine Basis {by,...,b,}, so gibt es einen eindeutig bestimmten Isomorphismus Z"* — N,

welcher e; — b; erfiillt. Damit sind Gitter dquivalent charakterisiert als abelsche Gruppen mit endli-
cher Basis.

Um Kegel und schlieBlich Ficher zu definieren, brauchen wir mehr Struktur. Wir definieren N =
N ®7 R. Dies wird zu einem RR-Vektorraum durch r(n ® #’) := n ® (rr’). Ist {by, ..., b,} eine Basis
von N, so ist die Abbildung ¢ : N ®z R — R", (3 ;b)) ® r = r) Aie; (4; € Z) offenbar ein
Isomorphismus von R-Vektorrdumen. Wir betten N in N ein via n — n ® 1. Dies entspricht der
iiblichen Einbettung Z" — R”". Weiter identifizieren wir N mit seinem Bild in Ny vermoge dieser
Einbettung. Wir erhalten demnach n ® r = r(n ® 1) = rn und sehen, dass Ny damit zu einem R-
Vektorraum mit Basis {by,...,b,} wird. Aufgrund der Invarianz der Dimension von Vektorrdaumen
sehen wir damit insbesondere, dass die Dimension n des Gitters N = Z" wohldefiniert ist.

Im Folgenden seien N, N’ stets Gitter (nicht notwendig der gleichen Dimension) und Np, N]'R die
Erweiterungen zu R-Vektorrdaumen.

Definition 1.2 (Kegel, Rationaler Kegel, strikt konvexer Kegel).

(1) Ein konvexer polyedrischer Kegel (kurz: Kegel) ist eine Menge der Form

o =Cone(vy,...,vy) ={rvi+---+ryg|r >0}
mit vy,...,vs € Nr. Die Elemente v; heilen die Erzeuger des Kegels o
(i) Ein Kegel o in Ny hei3it rational, wenn es eine Darstellung o0 = Cone(vy,...,v,) gibt mit

Vi,...,Vs €EN.
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(iii) Wir nennen einen Kegel o strikt konvex, wenn er keine Gerade durch den Ursprung enthilt.

Es sei M = Homyz(N, Z) die Gruppe der Gruppenhomomorphismen vom Gitter N nach Z. Es sei
{b1,...,by} eine Basis von N. Dann konnen wir eine dazu duale Menge definieren als {b7,...,b,} C
M, wobei b} der eindeutige Gruppenhomomorphismus N — Z ist, welcher b’ (b;) = 0;; erfiillt. Ohne
Beweis geben wir folgende Proposition an:

Proposition 1.3. Es sei N ein Gitter mit Basis {by,...,b,}. Dann ist die zugehdorige duale Menge
{bi,....b,} eine Basis der abelschen Gruppe M = Homyz(N, Z.). Insbesondere ist M wieder ein Gitter
der gleichen Dimension wie N. O

Wir mochten MR zum Dualraum von N machen. In Analogie zum Skalarprodukt auf R" schrei-
ben wir die Wirkung von M auf N folgendermafen: Fiir m € M, n € N setzen wir (m,n) = m(n).
Sind nun }; a;b; € MR, }jc;bj € NR beliebig (a;, ¢; € R), dann definieren wir:

Z a,-b:f, Z Cjbj] = Z a;c;j.
i j i

Man zeigt leicht, dass damit tatsdchlich Mg zum Dualraum von Ny wird. Zudem ist diese Defini-
tion unabhingig von der Wahl der Basis {by, ..., b,} von N. Wir betrachten nun die Isomorphismen
Nr — R" bzw. Mr — R", welche b; — e; beziehungsweise b; — e; erfiillen. Vermoge dieser
Isomorphismen transformiert sich die Paarung (-,-) : Mg X Ng — R zum Standardskalarprodukt
(-,+) : R" x R" — R. Ohne Probleme konnen wir uns in unserer Vorstellung also auf den Anschau-
ungsraum zuriickziehen. Der Leser sei aber darauf hingewiesen, dass dieser hohe Abstraktionsgrad
dennoch notwendig ist und wir nicht von vornherein mit Z" und R" arbeiten diirfen. Das liegt unter
anderem daran, dass in der Theorie der torischen Varietiten sogenannte Charaktergitter auftreten, die
meistens keinen ausgezeichneten Isomorphismus nach Z.* besitzen. Wir konnen nun definieren:

Definition 1.4 (Duale Menge, Seiten von Kegeln). Es sei oo C Ny ein Kegel.

(i) Die zu o duale Menge in My, ist definiert als

o ={ue Mp | (u,v)>0firallev € g}.

(i1) Eine Teilmenge T C o heift Seite (Schreibweise: 7 < o), wenn es ein u € o~ gibt mit
t=cnut={eoc]|wv) =0}
Eine Seite 7 # o von o heilit echte Seite (t < o).

Man sollte sich Seiten von Kegeln tatsédchlich vorstellen wie Ecken, Kanten oder Seitenflichen.
Im Kapitel iiber Kegel werden wir sehen, dass diese Anschauung korrekt ist.

Definition 1.5 (Ficher). Ein Fécher (N, X) besteht aus einem Gitter N und einer nichtleeren endlichen
Menge X von strikt konvexen rationalen Kegeln in N, sodass folgende Eigenschaften gelten:

(1) Isto € Zund 7 < 0, dann folgt 7 € X.

(i) Sind 0,0’ € X, dann ist o N ¢’ eine Seite sowohl von o als auch von ¢ und als solches nach
(1) ein Element von X.

Das Gitter gehort also zum Fécher dazu, was sich auch in der Definition von Morphismen von Fiachern
wiederspiegeln wird. Ist das Gitter aus dem Kontext aber klar, oder schlicht nicht relevant, dann
schreiben wir auch X statt (N, X).
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Wir definieren nun Morphismen zwischen Fiachern. Dazu brauchen wir zunichst eine weitere
Bezeichnung: Ist ¢ : N — N’ ein Gruppenhomomorphismus, so sei ¢r : Nk — Ny, die eindeutige
Fortsetzung zu einer R-linearen Abbildung. Um die Notation nicht zu sehr aufzublidhen, schreiben
wir kurz wieder ¢ fiir ¢R.

Definition 1.6 (Morphismus von Fichern).

(i) Es seien (N, X) und (N’,Y") Facher. Ein Morphismus von Fichern ¢ : (N,X) — (N’,X') ist
ein Gruppenhomomorphismus ¢ : N — N’, der zusitzlich vertriglich ist mit den Fichern, das
heiBt: Fiir jeden Kegel o € ¥ existiert ein Kegel o’ € ¥/, sodass fiir die Skalarerweiterung von
o gilt: p(o) C o',

(i) Sind ¢ : (V,X) - (N, X), ¢ : (N',Z') - (N”,X”) zwei Fichermorphismen, so ist ihre
Komposition definiert als die libliche Komposition von Abbildungen: (i o ¢)(n) = ¥ (¢(n)).

Offenbar ist die Komposition zweier Fichermorphismen wieder ein Fachermorphismus. Die As-
soziativitit der Komposition vererbt sich von der Assoziativitit bei beliebigen Abbildungen von Men-
gen. Die Identitédt auf N ist offenbar die Identitét eines beliebigen Féchers (&, ). Damit haben wir
eine Kategorie: Die Kategorie (FAN) ist definiert als die Kategorie mit Fachern als Objekten und
Morphismen von Féachern als Morphismen.

1.2 Die Kategorie (TOV) der torischen Varietiten

Definition 1.7 (Monoid, Monoidhomomorphismus, endlich erzeugtes Monoid).

(i) Ein additives Monoid ist eine Menge S zusammen mit einer kommutativen und assoziativen
Verkniipfung + : S X § — §, zu welcher es ein neutrales Element 0 gibt. Da wir nur mit
additiven Monoiden zu tun haben, sagen wir auch kurz Monoid fiir ein additives Monoid.

(i) Ein Monoidhomomorphismus ist eine Abbildung zwischen Monoiden, die sowohl die Addition,
als auch das neutrale Element respektiert.

(iii) Ein Monoid S heiflt endlich erzeugt, wenn es eine endliche Teilmenge A = {my,...,ms} € S
gibt mit NA = {3, 4im; | 1 e N} = §

Jede abelsche Gruppe ist ein Beispiel eines Monoids. Die natiirlichen Zahlen (nach unserer Kon-
vention mit 0) sind ein Monoid. Wir werden im folgenden erfahren, wie man Polynomringe iiber
beliebigen Monoiden erhilt. Als Spezialfall wird sich der altbekannte Polynomring R[X1,...,X,] =
R[IN"] ergeben. Sei also R ein beliebiger kommutativer Ring mit 1.

Definition 1.8 (Monoidalgebra). Sei S ein Monoid. Schreiben wir statt m € S alternativ ™ € S, so
konnen wir die Verkniipfung intuitiv multiplikativ schreiben: y"y™ = ¥ . Wir definieren dann die
Monoidalgebra R[S ] wie folgt:

R[S] ist ein R-Modul mit Basis S = {y” | m € S}. Die Multiplikation wird durch Forderung der
Rechengesetze in einer R-Algebra definiert durch die Multiplikation auf S. Genauer: Sind ) a,,x",
> bux™ € R[S ], so setzen wir

[Zewr

Die Elemente y fiir m € S nennen wir Monome der Monoidalgebra. Wir sagen gelegentlich auch
Polynome zu Elementen der Monoidalgebra.

(Seur)- Z[ 5 akbl)xm.

m \k+l=m
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Bemerkung 1.9. Die multiplikative Einheit von R[S] ist 1 = )(O. Erzeugt {m;} das Monoid S, so
erzeugt {y"} die R-Algebra R[S]. Wir kbnnen R in R[S ] einbetten, in dem wir » € R mit r - )(0 =
r-1 € R[S] identifizieren. Setzen wir § = IN”, so erhalten wir den Isomorphismus R[X{,...,X,] —
R[IN"], gegeben durch X; — x*. Monoidalgebren sind also tatsdchlich Verallgemeinerungen von
iiblichen Polynomringen (hdufig werden Polynomringe gerade als Spezialfille von Monoidalgebren
konstruiert).

Die Monoidalgebra R[S ] erfiillt folgende universelle Eigenschaft, die wir im Verlaufe des Textes
ohne weitere Erwihnung verwenden werden:

Proposition 1.10. Es sei R’ eine R-Algebra und o : S — R’ ein Monoidhomomorphismus, wobei R’
als Monoid beziiglich der Multiplikation aufgefasst werde. Dann existiert ein eindeutig bestimmter
R-Algebrenhomomorphismus ® : R[S] — R’ mit ®(x™) = o(m) fiir alle s € S. O

Beispiel 1.11 (Laurent-Polynome). Wir geben ein Beispiel einer Monoidalgebra: Sei M = Z" ein
Gitter. Ist {my,...,m,} eine Basis, so erhilt man einen Isomorphismus von R-Algebren R[M] =
R[Xl,X]_I, ... ,Xn,X,jl] via Y™ +— X;. Demnach ist R[M] isomorph zur R-Algebra der sogenannten
Laurent-Polynome.

Um Torische Varietiten definieren zu konnen, miissen wir zunichst algebraische Tori definieren,
und fiir algebraische Tori brauchen wir den Begriff des Gruppenschemas. Wir wiederholen dafiir
zunichst den Begriff des Faserprodukts, das wir im Beispiel eben bereits verwendet haben: Sind
X — §,Y — § Schemata iiber §, so ist X Xg Y ein Schema iiber S zusammen mit Projektionen
p1:XXsY —> Xund py : X Xg Y — Y iiber S, sodass folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist:

Sei W ein beliebiges Schema iiber S und f : W — X, g : W — Y Morphismen von Schemata
tiber S, so gibt es genau einen Morphismus ® : W — X Xg Y iiber S, sodass das folgende Diagramm
kommutiert:

w

S

In dieser Arbeit verwenden wir die Schreibweise [f,g| := ©. Dies rechtfertigt sich aufgrund der
Eindeutigkeit von ©, die in der universellen Eigenschaft gefordert wird.

Definition 1.12 (Gruppenschema, Morphismus von Gruppenschemata).

(1) Sei S ein Schema. Ein Gruppenschema iiber S ist ein Paar (G, m), wobei G ein Schema iiber
S und m : G Xg¢ G — G ein Morphismus von Schemata iiber S ist, sodass folgendes gilt: Fiir
jedes Schema V iiber S ist das Paar (G(V), m(V)) eine Gruppe. Dabei ist G(V) := Morg(V, G)
die Menge der S -Morphismen von V nach G und m(V) : G(V) x G(V) — G(V) die Abbildung

(f,g) » mol[f,gl

(ii) Ein Morphismus von Gruppenschemata (G, m), (G’, m’) iiber S ist ein Morphismus ¢ : G — G’
iiber S, sodass die induzierten Abbildungen ¢(V) : G(V) — G'(V), f — ¢ o f, Gruppenhomo-
morphismen sind.



Leon Lang 1.2. DIE KATEGORIE (TOV) DER TORISCHEN VARIETATEN

Offenbar bilden Gruppenschemata iiber einem festen Grundschema S auf diese Weise eine Kate-
gorie. Aus der Definition eines Gruppenschemas und der universellen Eigenschaft des Faserprodukts
folgt auBerdem unmittelbar, dass die Gruppenstruktur in folgendem Sinne funktoriell in V ist: Ist
f 'V — V' ein Morphismus iiber S, dann ist f* : G(V’) — G(V), ¢ — ¢ o f, ein Gruppenhomomor-
phismus.

Definition 1.13 (Wirkung eines Gruppenschemas). Es sei X ein Schema iiber S und G ein Gruppen-
schema tiiber S'.

Eine Wirkung von G auf X ist ein Morphismus a : G Xg X — X iiber S, sodass fiir alle Schemata
V iiber S die Abbildung a(V) : G(V) X X(V) — X(V), (f,g) — a o [f, gl], eine Gruppenwirkung der
Gruppe G(V) auf der Menge X(V) ist.

Torische Varietdten werden klassischerweise iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern behan-
delt, auch deswegen, weil sich nur dann die Kategoriendquivalenz, die wir in dieser Arbeit erldutern,
zeigen lasst. Sei also von nun an & ein fixierter algebraisch abgeschlossener Korper.

Sei M ein Gitter. Das affine Schema 7' = Spec (k[ M]) lésst sich ausstatten mit einem Morphismus
m: T X, T — T iiber k. Dieser sei die Entsprechung des eindeutigen k-Algebrenhomomorphismus
k[M] — k[M]®; k[ M], der auf den Monomen gegeben ist durch y* +— y*®y* fiir u € M. Es lésst sich
zeigen, dass 7 damit zu einem Gruppenschema iiber Spec (k) wird. Das werden wir in Proposition

sehen.

Definition 1.14 (Algebraischer Torus). Ein algebraischer Torus — oder kurz Torus — T ist ein Grup-
penschema iiber k, das als Gruppenschema isomorph ist zu (Spec (k[M]) , m) fiir ein Gitter M.

Definition 1.15 (Torische Varietiit, Aquivarianter Morphismus).

(i) Sei T ein beliebiger Torus. Eine forische Varietdit ist ein integres Schema X von endlichem Typ
tiber k zusammen mit einer offenen Immersion i : T — X iiber k, sodass gilt: Der Torus 7" wirkt
auf X und weitet damit die Wirkung von T auf sich selbst aus, es kommutiert also folgendes

Diagramm:
TxX X
idxi] J i
TXT T

Wir verwenden die Schreibweise i : T — X um anzudeuten, dass es sich bei X um eine torische
Varietit mit Torus 7" handelt. Hiufig identifizieren wir 7' mit seinem Bild in X, sodass folgende
Definition sinnvoll ist:

(ii) Esseieni: T — X und j : T’ — X’ zwei torische Varietiten. Ein dquivarianter Morphismus
(oder torischer Morphismus) f : X — X’ ist ein Morphismus von Schemata iiber k, der mit
der Wirkung der Tori in folgendem Sinne vertréglich ist: Die Einschrinkung f|y : T — T ist
ein wohldefinierter Morphismus von Gruppenschemata, sodass das folgende Diagramm kom-

mutiert;
T %, X flr=7 T x; X'
X X’
7

Dabei sind der linke und rechte Pfeil die jeweiligen Wirkungen und nicht etwa die Projektionen
auf die zweite Komponente.
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Man beachte bei der Definition einer torischen Varietit i : T — X: X ist integer, also insbeson-
dere irreduzibel, weswegen jede nichtleere offene Teilmenge dicht liegt — Folglich auch das Bild der
offenen Immersion i.

Um zu zeigen, dass es sich bei torischen Varietiten um eine Kategorie handelt, miissen wir
lediglich nachvollziehen, dass Hintereinanderausfiihrungen von dquivarianten Morphismen wieder
dquivariant sind. Das folgt unmittelbar aus folgender allgemeinen Proposition, die wir ohne Beweis
angeben:

Proposition 1.16. Seien X, X3, X3 und Y1, Y,, Y3 sechs S-Objekte in einer beliebigen Kategorie C.
Es seien S-Morphismen fi : X1 = Xo, f : Xo > Xsund g : Y1 = Y2, g2 : Yo — Y3 gegeben. Dann
kommutiert das folgende Diagramm:

X1 Xg Y1&>X2 Xs YQ&))Q Xg Y3

(f20f1)%(g2081)
Mit anderen Worten: Xg : (C/S) X (C/S) — (C/S) ist ein Funktor. O

Die Kategorie (TOV) ist dann definiert als die Kategorie mit torischen Varietdten als Objekten
und torischen Morphismen als Morphismen.

1.3 Kategorienidquivalenz (FAN) — (TOV-NS)

Wir haben bisher zwei Kategorien (FAN) und (TOV) definiert, die auf den ersten Blick iiberhaupt kei-
ne Beziehung zueinander zu haben scheinen. Nachdem wir in Kapitel 2 genauer Kegel studieren, wer-
den wir jedoch in Kapitel 3 einen Funktor X : (FAN) — (TOV) konstruieren und zeigen, dass er treu.
Es wird relativ leicht sein, einzusehen, dass sein Bild innerhalb der normalen und separierten tori-
schen Varietiten liegt. Die volle Unterkategorie, die durch diese Varietidten gegeben wird, nennen wir
(TOV-NS). In Kapitel 4 werden wir dann skizzieren, dass der induzierte Funktor (FAN) — (TOV-NS)
zumindest iiber dem Grundkorper C wesentlich surjektiv, also eine Kategoriendquivalenz ist.



Kapitel 2

Konvexe polyedrische Kegel

Wir fixieren wie in Kapitel 1 zwei zueinander duale Gitter N und M = Homz(N, Z.) der Dimension
n und bezeichnen mit Ny und MR die zueinander dualen Erweiterungen zu R-Vektorrdumen der Di-
mension n. Durch Wahl einer Basis {by, ..., b,} von N und der zugehdrigen dualen Basis {57, ..., b;}
bekommen wir Isomorphismen Ng — R"” und Mg — R, welche uns die euklidische Topologie auf
Ng und My induzieren. Da R-lineare Isomorphismen R"” — R” stets Homdomorphismen sind, ist
die Wahl dieser Topologien nicht abhéngig von der Wahl der Basis. Gelegentlich identifizieren wir Ng
nach Wahl einer Basis mit M durch b; — b7 In diesen Situationen konnen wir auch von einer Norm
eines Vektors v € NR sprechen. Wir hoffen, dass diese Identifizierung (die von den Basen abhingt!)
aus dem Kontext ersichtlich wird, auch wenn wir sie nicht explizit durchfiihren. Hauptquelle dieses
Kapitels ist [Ful, Chap. 1.2].

2.1 Das Dualititstheorem

Wir erinnern daran, dass Kegel oo C Ny aus nichtnegativen Linearkombinationen endlich vieler Vek-
toren in N bestehen, und dass ihre duale Menge o~ aus allen Elementen in MR besteht, deren Wir-
kung auf Elementen aus o stets nichtnegativ ist, siche auch Definitionen[T.2]und [T.4]

Ziel dieses Paragraphen ist es, folgendes, viel verwendetes Lemma zu beweisen und daraus das
Dualitétstheorem zu folgern:

Lemma 2.1. Sei o ein Kegel in Nr und vo ¢ o. Dann existiert ein uy € o~ mit (ugy, vo) < 0.

Um dieses Lemma zeigen zu kdnnen, braucht man unter anderem die Abgeschlossenheit von
Kegeln beziiglich der euklidischen Topologie. Ein Beweis dieser erstaunlicherweise nichttrivialen
Aussage befindet sich zum Beispiel in [dawl]. Wir weisen aulerdem auf die Trivialitit hin, dass Kegel
konvex sind, das heilt: Sind v,v" € ¢ fiir einen Kegel o und ist 0 < A < 1, dann istauch (1-A)v+v" €
o. Daher konnen wir auf Kegel den folgenden Projektionssatz anwenden:

Lemma 2.2 (Projektionssatz). Sei X ein Hilbertraum tiber R mit Skalarprodukt (-, -)x und induzierter

Norm || - ||x. Sei A C X nichtleer, abgeschlossen und konvex. Dann gibt es genau eine Abbildung
P:X — Amit
[lx = P(x)|lx = dist(x,A) = in}; llx —yllx fiir alle x € X. 2.1
ye

Fiir jedes x € X ist der Punkt P(x) € A dquivalent charakterisiert durch die Eigenschaft
(x—=P(x),y — P(x))x <0 fiiralley e A. 2.2)

Beweis [Alt, Projektionssatz 2.3] O
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Wir beweisen nun Lemma

Beweis Sei vy ¢ 0. Da o abgeschlossen und konvex ist, finden wir nach Lemma ein Element
P(vy) € o, das den Abstand zu vy minimiert. Wir setzen ug = P(vg) — vo. Fiir 4 > 0 setzen wir
AP(vp) € o in (2.2)) ein und erhalten somit:

0= (vo — P(vo), AP(vo) = P(vp)) = (2 = D)(vo — P(vo), P(vo)).

Setzen wir hierin einmal 4 > 1 und einmal A < 1, so sehen wir (vog — P(vg), P(vg)) = 0. Diesen
Umstand werden wir zwei mal verwenden:
Zuniachst zeigen wir (ug, vo) < 0. Wegen vy € o ist P(vg) # vy, also ||upl| > 0. Es folgt:

0 < lluoll* = (uo, o) = (P(vo) — vo, P(vo) — vo) = (P(vo) — vo, =)

Daraus folgt sofort (ug, vp) < 0.
Wir zeigen nun ugp € 0. Ist v € o, so gilt wegen (2.2)) und obiger Feststellung:

0= (vo — P(vo),v — P(vo)) = (vo — P(vo),v) = —(uo, v),
also die Behauptung (ug, v) > 0. O

Aus 2.1 konnen wir das zentrale Dualitditstheorem folgern:

Proposition 2.3 (Dualitédtstheorem). Ist o ein Kegel, so folgt (") = o

Beweis Seiv € o und u € 0. Nach Definition von o~ ist (u,v) > 0. Da u € ¢ beliebig war, ist also
v € (07)". Sei umgekehrt v ¢ o. Dann gibt es nach Lemma [2.T]ein u € ¢ mit (u,v) < 0. Also ist
ve (o). O

2.2 Seiten von Kegeln

In dieser Sektion werden wir in einer Proposition grundlegende Aussagen iiber Seiten von Kegeln
beweisen. Sie sind definiert als Schnitte eines Kegels mit Hyperebenen, die vollstindig ,,auf einer
Seite“ des Kegels liegen, siehe auch Definition Wir verwenden in der restlichen Arbeit folgende
Konvention: Wenn wir sagen, 7 = - N u™- sei eine Seite von o, so meinen wir damit implizit u € o,
wenn es der Kontext nicht verbietet. Man beachte, dass o = o-N0* selbst eine Seite ist. Wir definieren
zunéchst die Dimension eines Kegels:

Definition 2.4 (Dimension eines Kegels). Sei o C Ny ein Kegel. Dann definieren wir seine Dimen-
sion als die Dimension des von o aufgespannten Untervektorraums von Ng:

dim(o) := dimg(span(o))
Proposition 2.5. Sei in der gesamten Proposition o C Ny ein Kegel. Dann folgt:
(i) Jeder Unterraum von N, der ganz in o enthalten ist, liegt im Durchschnitt aller Seiten von o.
(ii) Jede Seite von o ist selbst ein Kegel.
(iii) o hat nur endlich viele Seiten.
(iv) Der Schnitt beliebig vieler Seiten von o ist wieder eine Seite von o.

(v) Eine Seite einer Seite von o ist wieder eine Seite von o.
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(vi) Sind t,7" C o Seiten und ist T C v/, dann ist T eine Seite von 1’.
(vii) Sind T C T’ zwei Seiten des Kegels o und ist dim(t) = dim(t’), dann ist bereits T = 7’.
(viii) Sei T = o Nu' eine Seite von o. Sind v,V € o mitv +V' € 7, dann ist bereits v € T und V' € 1.
Beweis
(i) Sei W ein Unteraum von Np, der in o enthalten ist, und 7 = o~ N u™* eine beliebige Seite von o,
wobei u € o”. Insbesondere ist (i, w) > O fiir alle w € W. Ist w € W, so rechnen wir
0=w0) = (u,w)+ (u,—w).
Mit w € W ist auch —w € W. Daher sind beide Summanden rechts nicht-negativ, also miissen
sie verschwinden. Wir erhalten W C u*, also wegen W C o die Behauptung W C o Nut = 7.0
(ii) Sei o = Cone(vy,...,vy) und die Seite T < o gegeben durch 7 = o~ N u*. Wir nehmen an, dass
die Erzeuger von o so durchnummeriert sind, dass (u,v1) = (4,v) = --- = (u,v) = 0 und
(U, Vit1), - - -, (u,v5) > 0. Wir behauptet, dass dann 7 = Cone(vy, . .., vg) ist:
Seiv =37, ryv; € T beliebig. Dann ist
S S
0=Gv)= > rwv)= Y riwv).
i=1 i=k+1
Es folgt r; = O fiir alle i > k + 1 und somit v € Cone(vy, ..., Vg).
Die andere Richtung ist klar. O
(iii)) Aus dem Beweis der vorherigen Aussage sieht man, dass o nicht mehr als 2° = #Pot({vy, ..., v})
Seiten hat. O
@iv) Seient; =0 N ul.l beliebige (endlich viele) Seiten von o. Dann ist (" 7; = oo N (3 u;)* auch eine
Seite von o-. Die Gleichheit sicht man folgendermalf3en ein:
Seiv € 1, d.h. v € o und (u;,v) = O fiir alle i. Dann ist aber auch (3] u;,v) = 0 und folglich
veaoan (X u)t. Istumgekehrt v e o N (3 u;)*, so ist
0 = (Z Ui, v) = Z(uiv V),
wobel in der Summe rechts per Definition von u; € o jeder Summand nichtnegativ ist. Es folgt
(uj,v) = 0 fiir alle  und somit v € () 7;. O
(v) Seit=0cnut <cundy =1n @) < 7. Wir wollen zeigen, dass fiir groBes p € R die

Gleichheit y = o N (1’ + pu)* besteht. Damit dies zum Ziel fiihren kann, miissen wir zunzchst
u’ + pu € o erreichen:

Wir setzen p > max {%}, wobei wir das Maximum iiber alle i mit (1, v;) # 0 bilden. Fiir
beliebiges v = )’ r;v; € o = Cone(vy, ..., vs) folgt dann

W+ pu,v) = > Al v) + plu, vl = Y il v) = (@, v)] = 0.

Wir haben also wie gewiinscht u’ + pu € ¢ fiir geniigend grofles p. (Man beachte in der obigen
Gleichheitskette: Es ist (u’, v;) > 0 fiir alle i mit (i, v;) = 0 bzw. v; € 7).

Wir wollen nun p weiter vergroBern, sodass zusitzlich y = N (' + pu)* ist. Fiir p; < p» stellen
wir dafiir zunéchst fest: o N (1’ + pou)t € o N (' + pu)*. Da beides Seiten von o sind, und
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es davon nach (iii) nur endlich viele gibt, konnen wir p also so grof3 wihlen, dass der Ausdruck
o N (U’ + pu)* beziiglich Inklusion minimal ist. Wir behaupten, dass dieses p das Gewiinschte
erfiillt:

Seiv € y = ocnut N @)*. Dann ist (u,v) = (u’,v) = 0, also auch (' + pu,v) = 0 und
somit v € o N (' + pu)*. Sei umgekehrt v € oo und 0 = (’ + pu,v) = (', v) + p(u,v). Wir
missen (u’,v) = (u,v) = 0 zeigen. Angenommen, (u’,v) # 0. Falls (u,v) = 0 ist, hat man
sofort einen Widerspruch zur vorausgesetzten Gleichung. Falls (u, v) # 0 ist, kdnnen wir p noch
weiter vergroflern, sodass die Gleichung nicht mehr gilt. Das ist aber ein Widerspruch dazu,
dass o N (1’ + pu)* bereits minimal war. O

(vi) Schreiben wir 7 = o N u™, so folgt wegen 7 C 7/ auch 7 = 7’ Nut. Wegen 7/ C oist o™ C 77
und somit u# € 7'7. Das bedeutet gerade, dass 7 eine Seite von 7’ ist. O

(vii) Wir schreiben 7 = o N u* und betrachten ein v € 7/. Wegen der Dimensionsgleichheit ist
span(t) = span(7’) und daher v € span(7). Aber wegen 7 C u™ ist auch span(r) C u* und somit
v € u*. Also ist v € 7. Die andere Inklusion gilt nach Voraussetzung. O

(viii) Wegen v,v' € ocound u € o ist (u,v) > 0 und (u,v") > 0. Zusammen mit (&, v + v') = 0 ist das
aber nur moglich, wenn bereits (u,v) = 0 und (1, V") = 0 gilt, was die Behauptung zeigt. O.

2.3 Facetten von Kegeln

Definition 2.6 (Kodimension, Facette). Ist o ein Kegel und 7 eine Seite, so definieren wir dessen
Kodimension in o als
codim(t < o) = dim(o) — dim(7).

Proposition [2.5](ii) rechtfertigt diese Definition, denn danach ist auch eine Seite wieder ein Kegel und
seine Dimension ist wohldefiniert. Eine Facette ist dann definiert als eine Seite der Kodimension 1.

Ziel dieses Abschnitts ist es zu verstehen, wie man aus den Facetten eines Kegels alle seine Seiten
erhalt.

Lemma 2.7. Es sei {vy,...,vs} C Ng eine Teilmenge, sodass nicht alle v; und v; fiir i # j linear
abhingig seien. Weiter sei u € Mg, sodass (u,v;) > 0 fiir alle i € {1,...,s}. Dann existiert ein
u' € Mg mit (u',v;) =0 fiir ein i, ', v;) > 0 fiir ein jund (W', v) > 0 fiir alle k.

Beweis Wir kénnen ohne Einschrinkung alle v; normieren. Dann entfernen wir alle iiberfliissigen
Vektoren, d.h. solche, die zu einem anderen linear abhidngig sind. Wir wihlen i € {1,..., s} mit
(u,v;) = min{(u,v;) | j € {1,...,s}} und setzen u’ = u — (u, v;)v;. Dann folgt

', vi) = (u,vi) = (u, v)(vi, vi) = (u, vi) — (u,v;) = 0,

wobei im vorletzten Schritt ||v;|| = 1 verwendet wurde.
Fiir j # i ist die Behauptung (u’,v;) > 0 gleichbedeutend zu ((Zi’)) > (vi,vj). Wegen der linearen

Unabhiingigkeit von v; und v; folgt zunichst aus der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung (v;,v;) <
(u,v)
(u,v;)

[lvill - [lv;ll = 1 und weiter 1 < wegen der Minimalitét von (i, v;). O
Lemma 2.8. Es sei o ein Kegel und T < o eine seiner echten Seiten. Weiter seien {v1,...,v;} dieje-
nigen Elemente aus einem Erzeugendensystem von o, welche nicht in U = span(t) liegen. Wir setzen
W = span(o) und setzen weiter voraus, dass die Bilder v; in W/ U paarweise linear abhiingig seien.
Dann ist T eine Facette.
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Beweis Wegen der paarweisen linearen Abhéngigkeit der v;, und weil sie ganz W/U erzeugen, ist
die Dimension des Quotienten hochstens 1. Wegen 7 # o~ und Proposition [2.5] (vii) ist die Dimension
mindestens 1, also gleich 1. Das hei3t gerade, dass 7 eine Facette ist. O

Proposition 2.9. Sei o ein Kegel. Dann ist jede echte Seite von o ist in einer Facette enthalten.

Beweis Ist 7 < o eine echte Seite, dann ist nach [2.5] (vii) codim(r < o) > 1. Ist die Kodimension
gleich 1, so sind wir fertig. Sei also 7 = o N u™ eine Seite mit codim(r < o) > 2. Wir miissen zeigen,
dass 7 in einer groferen echten Seite enthalten ist. Da es nur endlich viele Seiten gibt (Proposition [2.5]
(ii1)), konnen wir dann néamlich induktiv folgern, dass wir irgendwann in einer Facette landen.

Es sei W = span(o) und U = span(r). Schrinken wir u auf W ein, so ist u € U+ und induziert
daher eine wohldefinierte lineare Abbildung u auf W/U. Es seien {vy,..., v} die Erzeuger von o.
Ohne Einschriankung seien sie so angeordnet, dass (u, vy), ..., (u,v;) > Ound (1, vi11), ..., (U, vy) = 0.
Es folgt (u,v;) > Ofiiralle i € {1,...,1}.

Aus Lemma |2.8| folgt, dass die v; nicht paarweise linear abhédngig sind. Aus Lemma|2.7|erhalten
wir dann die Existenz einer auf allen v; nichtnegativen Abbildung W mit (7, v;) = 0 fiir ein i und
W, v;) > Ofiirein j # i (i, j € {1,...,1}). v’ hat dann auch auf W betrachtet diese Eigenschaften.
Daraus folgt, dass oo N u’*+ C o eine echte Seite ist (denn («/, v ) > 0), die aber groBer ist als 7 (denn
vieonNnut\1). O

Lemma 2.10. Es seien 1 > u > u’ > —1 reelle Zahlen. Dann gilt die folgende Ungleichung:

,u\/l—u’2>,u'\/1—,u2. (2.3)
Beweis Das ist eine einfache Ubungsaufgabe, die sich beispielsweise per Fallunterscheidung 16sen
lasst, in der man danach unterscheidet, ob die auftretenden Zahlen positiv oder negativ sind. O

Wir folgern aus dieser Ungleichung nun eine verschérfte, zweidimensionale Version von Lemma

BT

Lemma 2.11. Es sei dim(Ngr) = 2 und {vy,...,vs} C NR eine Teilmenge, sodass nicht alle v; und
vj fiir i # j linear abhdngig seien. Weiter sei u € MR, sodass (u,v;) > 0 fiir alle i € {1,...,s}.
Dann existieren (bis auf Permutation) genau zwei (zueinander linear unabhdingige) normierte Vekto-
renu',u’" € Mg mit (formuliert fiir u’): (u',v;) = 0 fiir ein i, (u’,v;) > 0 fiir ein j und (u’,vi) > 0 fiir
alle k.

Beweis Wie in Lemma konnen wir u als normiert und alle v; als normiert und paarweise linear
unabhingig annehmen. Es sei w ein normierter Vektor, der auf u senkrecht steht. Dann ist {u, w} eine
Orthonormalbasis von N. Wir driicken alle v; in dieser Basis aus und erhalten Koeffizienten A;, u; €
R mit v; = Au+u;w. Weiter ordnen wir die v; ohne Einschriankung so an, dass gy > up > - -+ > u,. Wir
stellen fest, dass 4; = (u, v;) > 0 ist. Wir behaupten, dass die Ungleichungskette echt ist. Tatsichlich:
Ist p; = pj, so folgt wegen der Normiertheit von v;
A= 142 = NI

also v; = v; und damit i = j.

Wir definieren nun u; = ‘/{—iu —wund u; = _/l—’j‘u + w und behaupten, dass die Normierungen dieser
beiden Vektoren unsere gesuchten Vektoren u’, 1’ sind. Da fiir die Existenzbehauptung die Lénge der

Vektoren irrelevant ist, verzichten wir auf die Normierung. Auflerdem fiihren wir den Beweis nur fiir
u; und iiberlassen die identischen Uberlegungen fiir #; dem Leser. Wir behaupten also genauer:

(u1,v1) = 0und (u1,v;) >0 firallei # 1.

13



KAPITEL 2. KONVEXE POLYEDRISCHE KEGEL Leon Lang

Wir erhalten (u1,v;) = ‘j—:/h — 1 = 0. Die Behauptung (u;,v;) > 0 lasst sich leicht dquivalent

umformen zu uyA; > u;d;. Wegen 0 # 4; = /1 — ,ul.2 folgt dies aber aus Ungleichung (2.3).

Wir machen nun den Eindeutigkeitsbeweis. Offenbar sind die Normierungen von u; beziehungs-
weise u, die eindeutigen normierten Vektoren mit der Eigenschaft, auf v; beziehungsweise v, senk-
recht und auf allen anderen Vektoren positiv zu stehen. Wir miissen also beweisen, dass es keinen
Vektor u; fiir 1 < i < s gibt mit der Eigenschaft (u;,v;) = 0 und (u;,v;) > O fiir alle j # i. Angenom-
men, so einen Vektor u; géibe es doch Wir schreiben u; = au + bw mit a, b € R. Aus (u;,v;) = 0 folgt
dann ad; + bu; = 0, also a = b Wire b = 0, so folgte auch a = 0 und damit #; = 0, was nicht
sein kann. Wir nehmen » > 0 an (den Fall b < 0 fiihrt man analog zum Widerspruch). Wir behaupten,
dass entgegen der Annahme (u;, vy) < 0 gelten muss. Wegen b > 0 formt man das aber leicht um zu
usd; < pidg. Dies folgt wie oben aus (2.3)). O

Proposition 2.12. Sei o ein Kegel in NR.
(i) Jede Seite T mit codim(t < o) = 2 ist der Durchschnitt von genau zwei Facetten von o.

(ii) Jede echte Seite von o ist der Durchschnitt aller Facetten von o, in denen sie enthalten ist.

Beweis (i) Wir suchen echte Seiten von o, in denen 7 enthalten ist. Wir setzen dazu wieder W =
span(o) und 7 = span(t). Wegen codim(r < o) = 2 ist dim(W/U) = 2. Wie wir im Beweis
von Proposition [2.9] gesehen haben, entsprechen die Facetten von o, welche 7 enthalten, den
Linearformen «’, die die Bedingungen aus Lemman erfiillen. Dort haben wir auch gesehen,
dass es davon im Wesentlichen genau zwei gibt, die dann auch tatsichlich (wie man dem Beweis
von @] entnimmt) unterschiedliche Facetten von o definieren. Aus Proposition @] (vii) folgt,
dass deren Schnitt wirklich 7 ist. O

(i) Wir machen Induktion nach der Kodimension: Fiir codim(t < o) = 1 ist nichts zu zeigen.
Den Fall codim(t < o) = 2 haben wir bereits in (i) behandelt. Wir gehen also davon aus,
dass die Aussage bis einschlieBlich codim(t < o) = k — 1 > 2 gezeigt ist und machen den
Induktionsschluss:

7 habe Kodimension k in 0. Nach Proposition finden wir eine Facette y von o, in der 7
enthalten ist. 7 und vy sind Kegel und 7 eine Seite von y (Proposition [2.5] (ii) und (vi)), und fiir
die Kodimension von 7 in y errechnen wir:

codim(t <) = codim(r < 0) — codim(y < o) =k — 1.

Nach Induktionsvoraussetzung ist T der Schnitt von Facetten in vy, und diese haben Kodimension
2 in o (siehe Proposition (v) um zu sehen, dass sie iberhaupt Seiten von o sind). Wieder
nach Induktionsvoraussetzung lassen sich diese also als Schnitt von Facetten in o schreiben,
womit alles gezeigt ist. O

2.4 Die Kegel- und Seitenstruktur von o~

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass o~ selbst ein Kegel ist. Infolgedessen wird sich heraus-
stellen, dass man Kegel definieren kann als Schnitte von Halbraumen. Schlieflich werden wir eine
Bijektion der Seiten von o~ mit denen von ¢~ konstruieren.

Zunichst miissen wir aber in der nédchsten Proposition eine speziellere Theorie entwickeln, fiir
den Fall, dass o den gesamten Vektorraum Ny aufspannt. Man kann fiir jede dieser Aussagen Gegen-
beispiele angeben, fiir den Fall, dass man diese Forderung nicht stellt.

Proposition 2.13. Sei o ein Kegel. In der gesamten Proposition gelte span(o) = Nr. Dann folgt:
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(i)
(ii)

(iii)

(v)

o hat innere Punkte.

da, der topologischen Rand von o, ist genau die Vereinigung aller echten Seiten von o (also
nach (i) die Vereinigung aller Facetten).

Ist T eine Facette, so gibt es ein bis auf skalare Vielfache eindeutiges u, € " mit T = o N u;.
Dieses u; hat als Nullstellenmenge genau die Hyperebene, die von T aufgespannt wird.

Es gelte o # NR und es seien t; = oN ui{_ die Facetten von o. Dann ist o genau der Durchschnitt
der Halbriume Hy, = {v € NR | (u,,v) = O}.

Beweis

(1)

(i)

(iii)

(iv)

Aus den Voraussetzungen folgt, dass die Erzeuger von o, {vy, ..., v}, ganz Ny erzeugen. Oh-
ne Einschrinkung seien diese Vektoren so angeordnet, dass {vi,...,v,} (n < s) eine Basis
des n-dimensionalen Raums Ny ist. Wir betrachten dann die eindeutige lineare Abbildung
¢ : Ng — R" mit v; — e;. Da ¢ als linearer Isomorphismus zwischen endlich-dimensionalen
normierten Rdumen auch ein Hom&omorphismus ist, miissen wir also nur zeigen, dass ¢(o) =
Cone(ey, ..., en, ©@(Vut1), - - - » @(vy)) innere Punkte enthilt. Offenbar ist aber U (3; €;) C ¢(0). O

Zuerst zeigen wir, dass jeder Punkt auf einer echten Seite zum topologischen Rand von o gehort.
Sei T = o Nut < o eine echte Seite und v € 1. Sei € > 0. Wir wollen einen Punkt w € U.(v) \ o
finden:

T ist eine echte Seite, also ist u # 0, d.h. es gibt w € N mit (u,w’) # 0. Wenn wir w’
gegebenenfalls durch —w’ ersetzen, so konnen wir sogar (#, w’) < 0 annehmen. Ersetzen wir w’
weiter durch mw’, so erreichen wir [|w’|| = 5. Offenbar ist w := v+w’ € U(v). Wir errechnen
auBlerdem

(u, w) = (u,v) + (u,w') = 0 + (u,w') <0,
denn esistv € T C ut. Wegen u € o ist dann aber w ¢ o, also die Behauptung.

Sei umgekehrt v € do. Sei (w;) eine Folge von Vektoren mit w; — v und w; ¢ 0. Nach Lemma
existieren u; € o mit (u;, w;) < 0. Wir konnen ohne Einschrinkung die Vektoren u; als
normiert annehmen. Beschrinkte Folgen haben konvergente Teilfolgen, also kdnnen wir beim
Ubergang zu einer solchen Teilfolge annehmen, dass (#;) gegen einen Grenzwert ug # 0 konver-
giert. Wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts ist dann auch ug € ™. Wir méchten v € o N ug
zeigen:

v € o folgt aus der topologischen Abgeschlossenheit von 0. Mit (u;, w;) < 0 erhalten wir wieder
mit der Stetigkeit des Skalarprodukts (g, v) < 0. Wegen ug € o ist aber auch (g, v) > 0, also
insgesamt (ug, v) = 0. v liegt also in der Seite o N uy. Zu guter Letzt ist diese Seite echt, denn
wire o C ug, so folgte Ng = span(c) = uy, im Widerspruch zu ug # 0. |

Seit = o Nuy = cNuy. Sei W = span(r) die von 7 aufgespannt Hyperebene. Nach Vor-
aussetzung ist dim(W) = dim(r) = dim(o) — 1 = dim(Ng) — 1. u; und u, stehen auf ganz 7
senkrecht, also wegen ihrer Linearitit auf ganz W, das heif3t beide Vektoren sind Elemente von
W+. Bekanntlich ist unter den gegebenen Voraussetzungen dim(W+) = 1, also folgt tatséichlich
up = Auj fiirein A € R. Wegen 7 # o istu; # 0 # up, d.h. die Nullstellenmenge beider Vektoren
kann nicht groBer als W sein. Also ist sie gleich W, was zu zeigen war. O

Man beachte zunichst, dass die Aussage insofern sinnvoll ist, als dass o wirklich Facetten be-
sitzt: Wegen o # NR gibt es ein v € Ng \ o und dazu nach Lemma[2.T]ein u € o mit (1, v) < 0.
Es muss also u # 0 gelten und u motiviert eine Seite o~ N u*. Wiire dieses gleich o, so folgte
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wegen span(o) = Ni der Widerspruch u™ = Ny beziehungsweise u = 0. Also hat o eine echte
Seite und nach Proposition 2.9]auch eine Facette. Nun zum eigentlichen Beweis:

Dass o~ im Schnitt der Halbrdume liegt, ist klar. Wir nehmen an, dass es ein v € () Hy, \ o gibt,
und wollen das zu einem Widerspruch fiihren:

Nach (i) hat o einen inneren Punkt v'. Wir betrachten die Verbindungsstrecke von v’ nach v:
Ly,={Wv+0 -2 |2€]0,1]} = Im(w).

Dabei ist w : [0,1] — V definiert durch w(1) = Av + (1 — A)V'. Wir konstruieren einen Punkt
w e Ly,Nado: Sei dazu Ay = sup{ad € [0, 1] | w(2) € o}. Dann folgt w(dp) € o, denn w ist stetig
und o ist abgeschlossen. Wir definieren w = w(4p). Lassen wir (11, A3, ...) von oben gegen Ay
konvergieren, so ist (w(4;), w(42),...) eine Folge in Ny \ o, die gegen w konvergiert. Also ist
w € Ly, N do wie gewiinscht.

Offenbar ist Ay € (0, 1) und folglich @ = Alo > 1. Man rechnet leicht die Identitit v = aw + (1 —
@)V’ nach. Nach (ii) ist w als Randpunkt ein Element einer Facette 7 = o~ N u;-. Wir studieren
die Wirkung von u, auf v,v" und w, um einen Widerspruch zu erhalten:

Wegen u, € o ist (ur,v') = 0. (ur,v") = 0 kann nicht gelten, sonst wire v/ € T und damit nach
(ii) ein Randpunkt. Also ist (u.,v") > 0. (ur,w) = 0 gilt nach Definition von u,. Zusammen
damit, dass v nach Voraussetzung in H; liegt, erhalten wir:

0 < (ur,v) = aur, w) + (1 = (s, V') = (1 = a)(ur, V') <0,
ein Widerspruch. O

Proposition 2.14. Sei o C NR ein Kegel. Dann folgt:
(i) Auch die duale Menge o ist ein Kegel.

(ii) Fiir beliebige Erzeuger uy,...,u; von o~ gilt: o = {v € Nr | (u;,v) = 0 fiir alle i}. Jede so
entstehende Menge ist ein Kegel. Man kann Kegel also definieren als Schnitte von Halbrdumen.

Beweis

(i) Wir betrachten zunéchst den Fall span(c) = Ng. Dann folgt nach (iv): o = () Hy,, wobei
T; = 0 Nuy, die Facetten sind. Wir behaupten o™ = Cone(u,,). Wegen u,, € o~ ist eine Inklusion
klar.

Wir nehmen umgekehrt an, es gébe ein u € o~ \ Cone(u;,). Nach Lemma angewendet auf
den Kegel Cone(uy,), existiert ein v € (Cone(uy,))” mit (¢, v) < 0. Es ist (u,, v) > 0 fiir alle { und
somit v € (| Hy, = 0. Wegen u € o~ ist also (u,v) > 0, im Widerspruch dazu, dass wir bereits
(u,v) < 0 festgestellt haben.

Nun sei W = span(o) beliebig. Es bezeichne oy die Menge o, aufgefasst als Kegel in W.
Nach obiger Argumentation ist (ow)” = Cone(ur,, . . ., Ur,), wobei 7; die Facetten von ow sind.
Es seien Uy, beliebige Fortsetzungen der u;, € W* auf ganz NR. Weiter sei {Uy, ..., U;} eine
beliebige Basis von W+. Wir beweisen nun die folgende Identitiit:

0'V=COne(Ul,...,U[,—Ul,...,—U[,UTI,...,UTt).

Sei U € 0” € My und u die Einschrinkung auf W. Wegen o C W konnen wir u auf ganz o
auswerten und erhalten (4, v) > O fiir alle v € 0 = ow, also u € (ow)” = Cone(u,). Es gibt also
Koeffizienten a; > 0 und eine Beziehung

U|W =Uu = a]u.rl + .- +atl/l-rt = (alUTl + - +atUT,)|W'
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Es folgt U — (a1Uy, + -++ + a,U;) € Wt = Cone(Uy,...,U;,-Uj,...,—U)) und damit die
Behauptung.

Fiir die andere Inklusion miissen wir nur zeigen, dass jeder Erzeuger des rechten Kegels in o
liegt. Wegen oo € W und U;, —U; € W+ ist automatisch U;, —U; € o fiir alle i. Per Definition ist
jedes ur, Element von (ow)”, also ist U, € o fiir alle i. O

(ii) Die Inklusion o C {v € N | (u;,v) > O fiir alle i} gilt per Definition von o~. Sei umgekehrt v ein
Element der rechten Seite. Da die u; ganz o~ erzeugen, folgt damit v € (0)” = o (Proposition

3).

Sei nun {uy,...,u,} € Mp irgendeine endliche Teilmenge (nicht assoziiert zu einem Kegel o)
und A € N gegeben durch

A={veNR|@u,v) >0}
Dann folgt A = Cone(uy, ..., u;)". Da die duale Menge eines Kegels nach (i) wieder ein Kegel
ist, folgt die Behauptung O.

Definition 2.15 (Relatives Inneres). Ist o ein Kegel, so ist das relative Innere, geschrieben Relint(o),
definiert als das Innere von o beziiglich des topologischen Raums span(c-). Offenbar gilt: v € o ist
genau dann Element von Relint(o), wenn eine kleine Umgebung U.(v) von v in NR existiert mit
Uc(v) Nspan(o) C 0.

Proposition (1) zeigt, dass das relative Innere nie leer ist. Der Beweis der nichsten Proposition
verwendet Punkte im relativen Inneren.

Proposition 2.16 (Korrespondenz von Seiten in o und o). Sei T eine Seite von o. Wir definieren
== 0" N tt. Dann folgt:

(i) ™" ist eine Seite von o~
(ii) Die Abbildung
{Seiten von o} — {Seiten von o}
T T
ist eine die Inklusion umkehrende Bijektion.

(iii) Die kleinste Seite von o ist o N (—=0).

(iv) Sind T C 1’ zwei Seiten von o und ist T eine Facette von T/, dann ist v eine Facette von T*

(v) Es gilt die Dimensionsformel dim(t) + dim(t*) = dim(NR).
Beweis

(1) Sei 7 eine Seite von o. Wir wihlen ein beliebiges v im relativen Inneren von 7 und behaupten
die Gleichheit 7 = 0" N 7+ = ¢ N v*. Dann sind wir fertig, denn nach dem Dualitéitstheorem
sind die Seiten von o~ genau die Mengen der Form o N v mit einem v € (0)" = o

Eine Inklusion ist klar. Sei also u € o N v+, Wir machen die Widerspruchsannahme u ¢ 7.
Wegen u € o” C 77 gibt es dann ein w € 7 mit (x, w) > 0. Wir wihlen ein € > 0 mit U¢(v) N
span(t) C 7 und definieren einen Punkt v’ € 7 C o durch v/ = v + a(v — w) mit einem beliebigen
a € (0, —=-). Wir werten an u aus (beachte u € v*):

> v=wl|

u,v') = (u,v) + a(u,v) — a(u, w) = —a(u, w) < 0.

Das ergibt den Widerspruch u ¢ . Also ist doch u € 7+ und damit u € o N+ wie gewiinscht.
]
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(i)

(iii)

(iv)

)

Wir bezeichnen mit (—)* die Abbildung in die andere Richtung, die also eine Seite 7 von o~
abbildet auf ™ = (o))" N+ = o N tt. Auch diese bildet wohldefiniert auf Seiten von o
ab. Wir wollen zeigen, dass unsere beiden Abbildungen invers zueinander sind. Aufgrund der
Symmetrie geniigt es, fiir eine beliebige Seite 7 = o N u* von o die Gleichheit 7 = (77)°
nachzuweisen, also ausgeschrieben:

cNnut=t=cn@ NntH*=ocn@ Nncnut)H)*
Die eine Inklusion ist die Feststellung

t=ocnNtCon@H)con(c nrth)t.
Sei v Element der rechten Seite. Wir miissen v € u* zeigen. Wegen v € (0" N (o0 N ub)*)*
geniigt es dazu, u € o N (oo N ut)* nachzuweisen. u € o~ ist sowieso gegeben, und wegen
u € (ut)*t € (o nut)t folgt die Behauptung. o

Folglich sind (-)* und (-)* zueinander inverse Abbildungen. Da sie offensichtlich Inklusions-
umkehrend sind, kommt die kleinste Seite von o via (—)*® von der grofiten Seite von o, also
von o selbst. Sie ist also gegeben durch (o)" N (¢t = (™)*. Wir wollen die Gleichheit
(o)t = o N (—0o) verstehen. Sei v € (o). Offenbar ist dann v € (0)” = . Da auBerdem auch
—v € (0)* ist, sehen wir —v € o bzw. v € (-0), also insgesamt v € o N (o). Ist umgekehrt
veoNn(—o)und u € o7, so folgt (u,v) > 0 wegen v € o und (1, —v) > 0 wegen —v € o, also
(#,v) = 0 und somit v € (o)*. O

Wire der Dimensionsunterschied der dualen Seiten grofler als eins, so gibe es eine Facette
y* C " mit 7’* C y*, denn nach Proposition ist jede Seite eines Kegels in einer Facette
enthalten, und eine solche Facette kommt nach obiger Bijektion zwangsldufig von einer Seite
y C o. Dann folgt aber T C y C 7/, und keine der Inklusionen ist eine Gleichheit. Entweder
links oder rechts miissen aber die Dimensionen gleich sein. Das widerspricht dann Proposition
[2.5] (vii).

Wire der der Dimensionsunterschied von 7* und 7"* hingegen Null, so wiren beide wieder nach
Proposition (vii) schon gleich. Das ist aber nicht moglich, da (—)* wie bereits festgestellt
injektiv ist. O.

Wir zeigen die Dimensionsformel zunichst fiir die spezielle Seite o N (—o) = (o)*, das heiBt
es soll dim((c™)*) + dim(c™) = n gelten. Das ist aber ein Standardresultat iiber orthogonale
Komplemente.

Nun zur allgemeinen Dimensionsformel. Sei 7 # o N (—o) eine beliebige Seite von o. Wir
bilden eine Kette
ocN(-0) =1, CT}1 C---CT9g =T,

wie folgt: o N (—0o) ist eine echte Seite des Kegels 7 = 7 und als solches nach Proposition 2.9
in einer seiner Facetten 71 enthalten. o N (—o) ist also eine Seite des Kegels 7; und wir erhalten
wie oben eine Facette 7o und so weiter bis der Prozess bei o-N (—0) abbricht. Die so entstehende
Kette erfiillt nach Konstruktion dim(t;) = dim(7;;1)+ 1 und es folgt dim(r) = dim(o-N(-0)) +k.

Zu dieser Kette erhalten wir die duale Kette
=1y CctiC--Cr=(cN(-0) =0

Da auch hier nach (iv) der Dimensionsunterschied benachbarter Glieder eins betrigt, folgt
dim(7*) = dim(c”) — k und man erhilt die allgemeine Dimensionsformel aus der bereits ge-
zeigten speziellen Formel. O
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2.5 Rationale Kegel

Wir erinnern daran, dass rationale Kegel solche sind, deren Erzeuger in N gewihlt werden konnen,
siehe Definition [I.2] Die Ergebnisse dieser Sektion bilden die Essenz der torischen Geometrie: Viele
der hier gegebenen Aussagen werden sich spéter in geometrische Aussagen iiber torische Varietéten
ibersetzen.

Lemma 2.17. Ist o rational, dann auch der duale Kegel 0.

Beweis Ohne Einschrinkung ist o € R” und o~ € R". Wir betrachten die Darstellung
o= Cone(Ul,..., Ul,—Ul,...,—Ul, Un’---, UT,)

aus Proposition (i) und behaupten, dass wir die darin auftretenden Erzeuger aus Z" wihlen
konnten. Der Unterraum W = span(o’) von V hat eine Basis {vy,...,v,—;} von Elementen aus Z",
denn wir kdnnen als Basis eine Teilmenge der Erzeugendenmenge von o~ wihlen. Dann folgt

Wr={ueR"|wv)=0,ie{l,...,n-1}}.

Genauso sind auch die U-, als Elemente von 7;- Losungen eines Gleichungssystems mit ganzzahligen
Eintrdgen. Da der GauBalgorithmus in den rationalen Zahlen bleibt, konnen wir also durch geeignetes
Skalieren all dieser Vektoren erreichen, dass sie in Z" liegen, siehe auch Lemma[@ O

Lemma 2.18. Ist K C R" beschriinkt, dann ist K N 7" endlich.

Beweis K ist als beschrinkte Menge in einem gro3en Wiirfel mit Ursprung als Mittelpunkt enthalten.
VergroBern wir ihn weiter, konnen wir annehmen, dass er geradzahlige Kantenlidnge hat, d.h. es gibt
ein m € IN mit

K C{(ay,...,a,) € R" | |a;| < m}.

Dann ist #(K N Z") < #{(ay,...,an) € Z" | lail < m} = 2m + 1)". O

Wir werden nun das zentrale Lemma von Gordan beweisen. Es wird spiter gebraucht, um zu
zeigen, dass die torischen Varietéten, die wir zu Kegeln assoziieren werden, von endlichem Typ iiber
dem Grundkdrper sind. Wir erinnern daran, dass Monoide Mengen zusammen mit einer Verkniipfung
sind, die alle Eigenschaften einer abelschen Gruppe erfiillt auler die Existenz von Inversen Elemen-
ten, siehe Definition

Proposition 2.19 (Gordan’s Lemma). Sei o ein rationaler Kegel. Dann ist S ; = 0~ N M ein endlich
erzeugtes Monoid.

Beweis Nach Lemma [2.17|ist auch o~ rational, es gibt also uy,...,us € o~ N M, die den Kegel o
erzeugen. Wir definieren K = {J, t;ju; | 0 < t; < 1}. K ist offenbar beschriankt. Wir sehen mit Lemma
die Endlichkeit der Menge K N M C o N M. Wir behaupten, dass K N M das Monoid o™ N M
erzeugt:

Seialsou = Y riu; € o N M, r; > 0. Sei m; jeweils die groBte nichtnegative ganze Zahl mit
m; < r;. Dann gibt es ; € [0, 1] mit r; = m; + t;. Wir setzen nun v’ = ), tiu; = u — Y, mju;. Wegen
u; € KNMund u € M ist auch ' € M. AuBBerdem ist ' € K und damit ' € K N M. Also ist
u =u" + Y, mju; ein Element im Erzeugnis von K N M. O

Lemma 2.20. Sei o ein beliebiger Kegel. Ist T = o N\ u* eine Seite, dann ist t° = o~ + Rxg - (—u).
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Beweis Offenbar sind beide Seiten der zu zeigenden Gleichung Kegel. Wegen des Dualitétstheorems

[2.3] geniigt es zu zeigen, dass die jeweiligen dualen Mengen iibereinstimmen. Die duale Menge der

linken Seite ist 7 = o~ N u. Wir mochten also die Gleichheit o N ut = (7 + Rsg - (—u))” zeigen:
Seidazuv € o Nutundw +t- (—u) € 0 + Rsg - (—u) beliebig. Es folgt

w+t-(—u),v)=w,v)—tu,v) =w,v)>0.
Alsoistv e (0" + Ryp - (—u))".
Sei umgekehrt v € (0 + Rxp - (—u))". Es ist insbesondere v € (07)” = 0. Wegen u € o~ folgt
daraus weiter (u#, v) > 0 und wegen —u = 0+ 1(—u) € 0"+ R0 - (—u) auch (—u, v) > 0, also schlieBlich

(u,v) = 0. Wir haben also wie gewiinscht v € o N u' gezeigt. O

Lemma 2.21. Sei o ein rationaler Kegel. Dann ist Relint(c) N N # 0.

Beweis Sei o = Cone(vy,...,v;) mitv; € N, wobei die v; so angeordnet seien, {v1, ..., v} eine Basis
von span(o) ist (k < s). Dann ist v = Zle v; € M und aus dem Beweis von Proposition (i) folgt
v € Relint(o). O

Proposition 2.22. Sei o ein rationaler Kegel undu € S , = c"N\M. Dann ist T = o-Nu™ ein rationaler
Kegel. Alle Seiten von o entstehen so und es gilt folgende Beziehung fiir die assoziierten Monoide:

ST=SU+ZZO'(_M)

Beweis 7 = o N u* ist per Definition eine Seite des rationalen Kegels o~ und als solches nach der
Aussage und dem Beweis von Proposition (i) ein rationaler Kegel.
Ist umgekehrt 7 irgendeine Seite von o, so folgt

=T =0cn(@ ntHt,

mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Proposition [2.16] (ii). Nach Lemma ist o ein
rationaler Kegel. o~ N 7+ ist eine seiner Seiten und als solches, wie wir eben gesehen haben, auch
rational. Nach Lemma 2.21] existiert also ein u € M im relativen Inneren von o N 7+ und wir sehen
aus der Argumentation von Proposition (i) die Gleichheit T = o N u*, wie gewiinscht.

Nun zur behaupteten Beziehung der Monoide. Sei w € S;. Dann ist w € 77, es gibt also nach
Lemma [2.20ein ' € ¢ und ein 4 > 0 mit w = u’ — Au. Fiir groBes positives p € IN folgt dann
w+pu=u +(p—Auco. Folglichistw= W+ pu) — pu€ Sy + Zso - (—u).

Zur anderen Inklusion: Wegen o C 77 ist auch S, C S.. AuBerdem ist u € 7+ N M, also sieht
man sofort —u € §;. Da S ; additiv abgeschlossen ist, folgt die Inklusion S + Zi>o - (—) € S;. O

Proposition 2.23 (Trennende Hyperebene). Es seien o und o’ zwei Kegel, sodass der Schnitt T =
o N o’ eine Seite von beiden ist. Dann gelten:

(i) Es existiert ein u € 00" N (—o”)" mit
T=cnu-=0 Nnu'.
(ii) Sind zusdtzlich o und o’ rational, so gilt:
S:=8Ss+Ss

Beweis
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(1) Wir definieren y = o — ¢ und stellen fest, dass dies wieder ein Kegel ist. Die kleinste Seite
ist y N (—y) (Proposition [2.16] (iii)) und lisst sich nach dem Beweis von Teil (i) der gleichen
Proposition beschreiben als y N (—y) = y N u™ fiir ein beliebiges u € Relint(y”). Wir behaupten,
dass dieses u bereits alles erfiillt:

Wegen 0 € o’ ist o C vy, also y* € ¢ und damit u € o”. Analog gilt auch u € (—o’)". Wir

wollen die Gleichheit T = o N u* verstehen:

Fiir eine Inklusion beobachten wir
T=0cno’' C(oc-d)n(@ -o)=yn(-y)=ynu",

das heiBt es ist T C u*. Da wir sowieso T C ¢ haben, folgt 7 C o N u™.

Ist umgekehrt v € o- N ut, dann ist auch v € y N u*, also insbesondere v € o — o, das heiBt es
existieren w’ € o’ und w € o mit w’ = v + w. Folglich ist w’ € o N ¢’ = 1. Nach Proposition
[2.5] (viii) ist dann aber bereits v € 7.

Wir wollen noch 7 = ¢’ N ut verstehen. Die Inklusion von links nach rechts sehen wir genauso
wie oben. Fiir die andere Inklusion bemerken wir, dass aus u € Relint(y”) folgt:

—u € Relint(—y”) = Relint((—y)").
Das impliziert
YN (=Y ==NNEy) = =Nt

Istdannv € o’ Nut C (0@ — o) Nut = (—=y) N (—u)*, so folgt demnach v € o — ¢’ und wir
konnen fortfahren wie oben. O

(i) Wegen 0" C 77 und o’ C 77 ist eine Inklusion klar. Fiir die andere Inklusion wihlen wir u so
wie in (i). Da alle auftretenden Kegel nun rational sind, kdnnen wir sogar u € M annehmen
(Lemma . Da auBerdem, wie bereits gesehen, auch u € (—o”)” ist, sehen wir —u € ¢”’”, also
insgesamt —u € S ,-. Mit Proposition[2.22]folgt S =S¢ + Zso - (~u) S S¢ + S . O

2.6 Strikte Konvexitat

Wir studieren hier noch ein wenig strikte Konvexitit. Ein Kegel ist anschaulich strikt konvex, wenn
er im Ursprung eine ,,Spitze* hat, sieche auch Definition|[I.2] Die strikte Konvexitdt wird spiter sicher-
stellen, dass unsere zu Kegeln und Féchern assoziierten torischen Varietiten ,,den richtigen algebrai-
schen Torus enthalten.

Proposition 2.24. Sei o ein Kegel. Dann sind dquivalent:
(i) o ist strikt konvex

(ii) o N (-o) = {0}

(iii) Es gibt ein u € o mit o N u*™ = {0}

(iv) span(c™) = MR

Beweis Da o N (—0) der groBte Unterraum von Np ist, der in o enthalten ist, ist die Aquivalenz
von (i) und (ii) unmittelbar klar. (ii) und (iii) sind dquivalent, da o N (—o) die kleinste Seite von o
ist (Proposition (iii)). Die Aquivalenz von (ii) und (iv) folgt aus der Dimensionsformel dim(c- N
(o) +dim(c™) = n @I (v). 0
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Kapitel 3

Der Funktor (FAN) — (TOV-NS)

Wir haben nun geniigend Theorie aufgebaut, um die torische Geometrie entwickeln zu kdnnen. Da-
zu werden wir in diesem Abschnitt Varietidten zu strikt konvexen rationalen Kegeln assoziieren.
Im nichsten Abschnitt verkleben wir mehrere solcher Varietiten und assoziieren so allgemeiner zu
Féchern Varietiten. Danach werden wir zeigen, dass jede so gewonnene Varietit torisch ist und ein-
sehen, dass diese Zuordnung funktoriell ist. SchlieBlich wird sich herausstellen, dass wir bei dieser
Konstruktion innerhalb der normalen und separierten torischen Varietiten landen. Fiir die benétigten
Grundlagen aus der Schematheorie verweisen wir auf Anhang A.1, auf dessen Ergebnisse wir gele-
gentlich zuriickgreifen. Hauptquelle dieses Kapitels ist [Ful, Chap. 1.3—1.4] sowie fiir Abschnitt 3.5
[Sch, Chap. 1.3].

3.1 Die affine torische Varietit eines Kegels

Von nun an sei jeder Kegel als strikt konvex und rational vorausgesetzt. Wir sagen deshalb kurz Kegel
fiir jeden strikt konvexen, rationalen Kegel. Vor allem die Forderung der strikten Konvexitit ist nicht
fiir jede Proposition notig, es erleichtert aber bei weitem den Sprachgebrauch. Wir brauchen eine
weitere Definition:

Definition 3.1 (Affines Monoid). Ein affines Monoid ist ein endlich erzeugtes Monoid S zusammen
mit einem injektiven Monoidmorphismus S — M fiir ein Gitter M.

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper. Wir fixieren uns wieder ein Gitter N mit dua-
lem Gitter M = Homz(N, Z). Gordan’s Lemma (Proposition 2.19) zeigt, dass S fiir jeden Ke-
gel o C Np ein affines Monoid ist (Man wihlt als Einbettung einfach die Inklusion). Wir setzen
Uy, = Spec (k[S »]) und nennen dies schon jetzt die zu o korrespondierende torische Varietit (spiter
werden wir zeigen, dass U, wirklich torisch ist). Zunichst zeigen wir:

Proposition 3.2. Sei o C N ein Kegel und S » = 0N M C M das assoziierte affine Monoid. Dann
ist k[S -] eine endlich erzeugte, integre k-Algebra. Folglich ist U ein integres Schema von endlichem
Typ iiber k.

Beweis Da S, nach Gordans Lemma endlich erzeugt ist, ist es auch die k-Algebra k[S ,]. Wegen
S+ C M gibt es eine Einbettung k[S ] C k[M], sodass wir nur zeigen miissen, dass k[M] integer ist.
Nach Beispiel ist k[M] isomorph zum Ring der Laurentpolynome k[Xl,Xl_l, o X, X1, der
als Teilring des rationalen Funktionenkorpers k(X1, . .., X},) ein Integritétsring ist. O

Die vorangehende Proposition zeigt, dass wir k[S ] nach Wahl einer Basis von M als Ring von
Polynomen in den Variablen X1, Xl‘l, e Xn, X, I schreiben kénnen.
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Beispiel 3.3. Sei {b,,...,b,} eine Basis von N und o = Cone(b, ..., bi), 1 <k < n. Dann folgt
Se=Zso-by+-+Zso-by+7Z-by,, +---+7Z- Db,

sowie
KIS ] = K[X1, X2, -+, Xios Xir 1, X s -5 X X 11,

wobei die b7 € M wie immer die zu {by, ..., b,} duale Basis bilden, das heiit es gilt b (b;) = 6;;.

Beweis Sei u € M. Wir schreiben u = Z?:l a;b; mit a; € 7. Dann ist u € S, genau dann, wenn
(u,b;) 2 0, also a; > O fiir alle i € {1,...,k}. Das ist genau dann der Fall, wenn u € Z>o - b} + -+ +
Zso-by+7Z b, +-+7Z-b,

Folglich WiI’d*S o als Monoid erzeugt von {b}, ..., b}, by |, =b; |, ..., by, —b,}, was nach der Iden-
tifikation X; = Xbi auch die Aussage liber k[S ] beweist. O

In der néchsten Proposition wollen wir ein Mittel bereitstellen, den Koordinatenring einer zu o
gehorigen torischen Varietidt U, explizit auszurechnen, das heifit als Quotient eines Polynomrings
k[Y1,...,Y:] und eines Primideals zu schreiben. Das Beispiel danach wird jedoch zeigen, dass es im
Einzelfall immer noch Arbeit sein kann, ein moglichst kleines Erzeugendensystem des Primideals zu
finden.

Proposition 3.4. Wird S, erzeugt von {uy, ... ,u}, so folgt
k[SO'] = k[Y17--'9Yl]/Is

mit
I=(Y{Ys Y = Y)Y Y] [ aug + -+ agty = by + -+ + by

Beweis Wir betrachten den k-Algebrenhomomorphismus ¢ : k[Y1,...,Y;] — k[Ss] mit ¥; — y".
Dann besteht der Isomorphismus k[S ] = k[Y1,..., Y;]/ker(¢) und wir miissen lediglich die Gleich-
heit I = ker(y) zeigen.

Sei fiir die eine Inklusion a,b € IN' mit aju; + - - - + a;u; = byuy + - -+ + b;u; =: u. Dann folgt in
der Tat

QYo Y~ Yi’l ...ytbr) = o(Y1)" -+ (Y% — (Y1) - o(Y))? = ¥ — ¥ =0,

alsoY{"'--- Y =Y f‘ e Y,b ' € ker(y). Fiir die andere Inklusion sei f = Y e ba Y € ker(yp) beliebig.
Dann folgt

0=(f)= Y b =YL > by,

aelN! ues o aelN?
ajuy+-+agy=u

und folglich, da § - eine Basis des k-Vektorraums k[S -] bildet: Fiir alle u € S 5 ist 3y, 4.t qu,=u Pa =
0. Wir sind also fertig, wenn wir folgende Behauptung zeigen kénnen:

Sei f = Yewn baY¢ € k[Y1,.... Y] mitajuy +-- -+ au; = ajuy +- -+ aju, fiir alle a,a’ € IN" mit
ba, by #0.1st Y et by = 0, dann ist f € I:

Wir konnen davon ausgehen, dass By = {a € IN' | b, # 0} nicht leer ist. Wegen Y b, = 0 besteht
B dann aus mindestens zwei Elementen. Seien a,a’ € B paarweise verschieden. Wir haben

£=1f = (baY* = boY)| + ba (Y = ¥7).

Da der rechte Summand in / liegt, miissen wir nur noch g = [ f- (baY 4 —bY ”/)] € [ zeigen. Da g
offenbar die gleichen Voraussetzungen erfiillt wie f, konnen wir induktiv vorgehen: Die Menge B,
hat eine echt kleinere Kardinalitit als By, also sind wir nach endlich vielen Schritten fertig. O
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Beispiel 3.5. Sei N = Z3 und o = Cone(ey, €2, €3, ¢ + €3 — €2). Dann wird S, als Monoid erzeugt
von e, eg, e] +e;und e + e§ und man erhilt

k[S o1 = k[ X1, X3, X1 X2, X0 X3] = k[W, X, Y, Z]/(WZ - XY)

Beweis Dass die angegebenen Vektoren in S liegen ist klar. Sei umgekehrt u = aje] + aze; +aze; €
S+, wobei a; € Z. Dann folgt a; > 0 fiir i € {1,2,3} und a; + a3 — a, > 0. Ohne Einschrinkung
konnen wir a; + a3 > 0 annehmen, andernfalls ist namlich sofort a; = a, = a3 = 0 und daher nichts
zu zeigen. Es ldsst sich dann zeigen, dass

* aras " arax
u:(al— )€1+((l3— D€3+{
ay +as a) +as
eine Darstellung der gewiinschten Form ist. Dabei ist [-] die Aufrundungsfunktion und |-] die Abrun-
dungsfunktion. Also wird S von {e}, €3, €] + €3, €; + €3} erzeugt.
Nach Proposition [3.4]ist k[S ,] = k[W, X, Y, Z]/I mit einem Ideal, das von den dort angegebenen

Relationen erzeugt wird. Offensichtlich ist WZ — XY € I. Umgekehrt geniigt es, das Folgende zu
zeigen: Ist f = WA X2y® 7% — Whixb2ybszhs ¢ k[W, X, Y, Z] ein Binom mit

aiaz

* *
(e +e3)+

aas s *
(&5 +¢3)
a) +as a) +as

aie] +axe; + az(e] + €;) + as(e; + €3) = bye] + byes + by(e] + e3) + ba(e; + e3),
dann ist f € (WZ — XY): Die Annahme ist dquivalent zu
(i) a1 +az = b + b3,
(i) a3z + a4 = b3 + by,
(iii) @y + ag = by + by,

Schreiben wir
f=XY2Zo W (Waxay sz - whixPybizh)

mit ¢; = min{a;,b;} und a; = a; — ¢;, b; = b; — ¢;, so sehen wir, dass wir ohne Einschrinkung
min{a;, b;} = 0 annehmen konnen (an den Bedingungen (i), (ii) und (iii) dndert sich nichts, wenn
wir a; durch a; und b; durch b ersetzen). Falls a; = by = 0, so folgt aus (i) sofort a3 = b3 und
dann aus (ii) a4 = b4 und schlieBlich aus (iii) a, = by, also f = 0 € (WZ — XY). Es ist also ohne
Einschriankung a; # 0 oder b; # 0. Multiplizieren wir gegebenenfalls mit —1, so konnen wir nach
einer Bezeichnungsvertauschung sogar a; > 0 und demnach »; = 0 annehmen. Dann ist nach (i)
by = a; + a3 > 0, wegen min{as, b3} = 0 also a3 = 0 und daher b3 = a; > 0. Weiter folgt aus
(i1) a4 = bz + by > 0, also by = 0 und daher a4 = b3 = a; > 0. SchlieBlich sehen wir mit (iii)
by = ap + a4 > 0, also a; = 0 und deshalb by = a4 = b3 = a1 =: a. Also ist

a-1
f=W2)* - (XY)" = [Z(XY)i(WZ)”—l—f] -(WZ - XY) € (WZ - XY),
i=0
also das, was zu zeigen war. O

In der folgenden Proposition erfahren wir, wie Seiten von Kegeln und die zugehorigen torischen
Varietiten zusammenhingen. Das wird der Schliissel sein, der es uns ermoglicht, affine torische Va-
rietdten zu allgemeineren torischen Varietdten zu verkleben. Wir verwenden im Weiteren die Bezeich-
nung 7 = Spec (k[M]) fiir den algebraischen Torus, der zum Gitter M gehort (siehe Definition [1.14)
und stellen fiir spiter fest: T = Spec (k[M]) = Spec (k[{0}" N M]) = Uyg,. Das heiB3it: Unser Torus ist
die affine torische Varietit des trivialen Kegels {0} C V.
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Proposition 3.6. Seien 7 < o Kegel. Dies induziert die natiirliche Inklusion von Monoiden S , — S ;
und folglich einen k-Algebrenhomomorphismus k(S ;] — k[S ;). Dieser induziert einen Morphismus
U, — U, von Schemata iiber k. Wir behaupten: Dies ist eine offene Immersion. Insbesondere gibt es
eine offene Immersion T — U,

Beweis Zu 7 < o gibt es nach Proposition[2.22]einu € S, mitt = o Nut und S = S + Zxo - (—u0).

Die Einbettung k[S,] — k[S.] bildet y* auf eine Einheit ab (denn y™ € k[S:]), und induziert
daher eine Einbettung k[S ]« — k[S.]. Wir zeigen, dass diese sogar ein Isomorphismus, also sur-
jektiv ist. Dazu genﬁgt es, die Basiselemente des k-Vektorraums &[S ] zu treffen, also Elemente y”
mlt veSrEsistv =w— pufireinw € S, und ein p € Zsp, das heiit y" wird getroffen von
W‘)p € k[S »],«. Wir haben also folgendes kommutative Diagramm:

kS &1 k[S+]

~N A

k[S O']X“

Folglich faktorisiert die Abbildung U, — U, liber die offene Immersion Spec (k[S ol )c“) — U, und
induziert demnach einen Isomorphismus auf das offene Unterschema D (y*) C U,. Eine Referenz
fiir die letzte Behauptung ist [Wed, Example 2.38]. Wegen T' = Uj,, und weil {0} wegen der strikten
Konvexitit eine Seite von ¢ ist, findet man also auch eine natiirliche offene Immersion 7 — U,. O

3.2 Die torische Varietit eines Fachers

Wir erinnern daran, dass ein Féacher eine endliche Menge von (wie immer strikt konvexen, rationalen)
Kegeln ist, derart, dass sie gegeniiber Seitenbildung abgeschlossen ist und dass zwei enthaltene Kegel
sich wieder in gemeinsamen Seiten schneiden (siche Definition [I.5]). Besteht ein Ficher aus Kegeln
00, . -.,0y, so stimmt die Menge X(0v,...,0,) = {t | T < oy fiir ein i} offenbar mit X iiberein. Die
folgende Proposition zeigt, dass alle so gewonnene Mengen, die bestimmte offensichtliche Eigen-
schaften erfiillen, Féacher sind. Diese Charakterisierung bendétigen wir sowohl, um zu sehen, dass der
projektive Raum eine torische Varietit eines Féchers ist, als auch, um die wesentliche Surjektivitét
des Funktors von Féichern zu torischen Varietéten zu zeigen.

Proposition 3.7. Seien o, ..., 0, endlich viele Kegel, sodass der Schnitt o; N\ o | fiir alle Paare (i, j)
eine Seite von o; und o j ist. Wir definieren ¥ = X(01,...,0,) = {t | T < 03 fiir ein i}. Dann ist X ein
Ficher. Insbesondere ist fiir jeden Kegel die Menge (o) aller Seiten von o ein Ficher.

Beweis Sei o € X und 7 < 0. Wir wollen 7 € X zeigen. Per Definition ist o < ¢ fiir ein i und nach
Proposition [2.5](v) folgt 7 < o, also 7 € X wie gewiinscht.

Seien nun 0,0’ € Z, also 0 < ¢; und 0’ < o ;. Wir wollen zeigen, dass o N ¢’ eine Seite sowohl
von o, als auch von o” ist. Es gibt u € 0", ' € o7;” mit o = o; Nw* und 0’ = o7 N u'*. Dann ist

ocno’ = [(0',- N O'j) N ul] N [(0',- N O’j) N u'L]
Schnitt zweier Seiten von ¢; N o ; und damit nach Proposition @] (iv) wieder eine Seite davon. Nun
ist o; N o nach Voraussetzung eine Seite von o, also ist nach Proposition (v) oo N o’ auch eine

Seite von o;. Die Inklusionskette o N ¢ C o C o zeigt dann zusammen mit Proposition (vi) die
Behauptung o N 0o’ < o. Ganz genauso sicht man o- N ¢’ < ¢”. Also ist X ein Ficher. O

25



KAPITEL 3. DER FUNKTOR (FAN) — (TOV-NS) Leon Lang

Wir werden nun zeigen, dass sich die torischen Varietiten U, der einzelnen Kegel o~ aus einem
Ficher X geeignet verkleben lassen. Dafiir erzeugen wir ein Setting wie in Proposition[A.5} Ist 7 < o
eine Seite, so sei Ur, € U, das zu Uy, := U, isomorphe Unterschema (siehe Proposition . Es

bezeichne g, : Uyr — Uys den entsprechenden Isomorphismus. Dadurch ist bereits automatisch
Usos = Uy und gy = idy, fiir alle o € X. Weiter setzen wir fiir 7 < o sinnvollerweise: g, = g;lT.

Seien o, 0’ € X nun beliebige Kegel. Dann ist T = o-N o’ eine Seite von beiden und wir definieren
Uyo = Uy, Uyor = Uryr sowie g als die Hintereinanderausfiihrung

8ro = 801°8twr : Uso = Urg > Ugr = Ugrr = Uryr = Uy

Proposition 3.8. Das System (Uy)ges, zusammen mit den Isomorphismen g fiir jedes Tupel (o, 0”) €
Y X X, erfiillt die Bedingungen (i) bis (iv) aus Proposition

Beweis Dass Bedingung (i) erfiillt ist, haben wir bereits festgestellt. Bedingung (ii) gilt fiir Seiten
7 < o per Definition. Sind hingegen o, 0’ € X beliebig und 7 = o N ¢, so folgt
-1

oo’ = 8ot © 8107 = g;ol- ° g(_r'lq— = (go'r © g‘ra')_l =800
und damit die Behauptung. Fiir (iii) und (iv) miissen wir weiter ausholen:
Lemma 3.9. Sind 71,72 < 0 Kegel in %, dann ist Uy, N\ Ur,o = Uir;n1y)0
Beweis Wihlen wir u;,uy € 0" mit 7y = o Nuj und 72 = o N uy, so folgt nach dem Beweis von
Proposition Ur,o = D(¥"") und U, = D (x*?). Nach dem Beweis von Proposition (iv) ist
auBerdem 71 N 72 = 0o N (u + up)* und damit U, nry)e = D (x*12) = D (y"' x*2). Es folgt

UTlo' N UTQO' = D(Xul) N D(/\/uz) = D(Xul/\/uz) = U(Tlﬂ‘rz)O',

also die Behauptung. O

Lemma 3.10. Sind y < 1 < 0 Kegel in Z, so sind fiir y, 7, o (in dieser Reihenfolge) die Bedingungen
aus Proposition[A.5|(iii) und (iv) erfiillt.

Beweis Wegen Uy N Uyy = Uy, N U, = Uy und U = U,y folgt zuniichst

gTy(UTy N U(Ty) = gTy(UTy) = Uy‘r = Uy‘r NUyr,

und damit (iii). (iv) behauptet die Gleichheit g,, = g+ © gy, also die Kommutativitéit des folgenden
Diagramms:

Spec (kIS ,1) Spec (IS 1) Spec ([S 1)

\_/\/

Dass das umgedrehte Diagramm von k-Algebren kommutiert, ist aber trivial. Wegen der Kategori-
eniquivalenz zwischen affinen Schemata und kommutativen Ringen folgt die Behauptung. O

Lemma 3.11. Seien 0,0’ € £ Kegel und v = o N o”’. Ist y < 7 eine Seite (und damit auch eine Seite
von o und o’ also insbesondere in ¥), so folgt: goo|u,, = go'y © &yo-
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Beweis Nach Lemma ist &5y = gor © &7y und daher

Uyo- = ga’y(Uy) = ga’r(gry(Uy)) C gor(Ur) = Uy = Uy

Die Behauptung ist also insofern sinnvoll, als dass die Einschrénkung gq|u,,. existiert. Wir betrach-
ten dass folgende Diagramm:

Us Uy
L 8o’ L
U(T’(r U(m"

Wir schliefen nun folgendermaBen: Nach Lemma ISt 807087y = 8oy, alsoidy,,, = 801087y °8y0-
Es folgt:

go"0'|Uw = go"a'lUw o idUW = go"a'|Uy(r ©8or °8ry°8yoc = ..
Per Definition ist g5/ = go¢ © g;. Wir erhalten also
=80t %81y © 8yo = o'y © gyo>

wobei im letzten Schritt noch einmal Lemma [3.10] benutzt wurde. O

Wir beweisen nun Proposition[3.8]zu Ende, indem wir fiir unser System die Bedingungen (iii) und
(iv) aus Proposition [A.5| nachweisen:

Proposition 3.12. Seien o,0’, 0" € X drei Kegel und. Dann gelten:
(i) gcr’o-(Ua"cT NUgq) = Usor N Ugrgr
(ii) oo’ © 8o = oo aUf Ugrg N Ugrror

Beweis Wirsetzen 7 = o No’, 7, =oNao”’, 3 =0’ No”’,undy = o No’ Nog”. Dann ist
y=11N712 =17 N73=713N73 € X Nach Lemma[3.9)ist dann Upry N Usrrg = Uryg N Uryy = Uy
und analog Uyo N Ugrgr = Uyer. Wir sehen also mit Hilfe von Lemma 3.T1]

gO"O'(UO"O' NUgrg) = g(T’(r(Uya') = (gO"y ° gyO')(Uy(T) = go"y(Uy) = Uyo" = Uy NUgrg

und damit Behauptung (i). Wenden wir Lemma@ auch auf die Abbildung gy, an, so erhalten
wir:

(o707 © g(r’O')IUW = (grr”y ° g}/(r’) © (go"y © gyrr) = 80"y © 8yo = grr”(r|UW’

wobei wir im letzten Schritt noch einmal Lemma[3.11] benutzt haben. O
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Die Verklebung der affinen offenen Teile U, bezeichnen wir mit X5 und nennen dies die zu
gehorige torische Varietdt. Wir werden spéter sehen, dass dies wirklich eine torische Varietit definiert.
Um die Notation zu vereinfachen, schreiben wir fiir das zu U, isomorphe Bild in X5 wieder U,.
Beachte: Jeder Kegel o € X ist strikt konvex, enthilt also {0} als Seite und dies ist dann wieder ein
Element von X. Folglich ist unser Torus T = Spec (k[M]) = Uy eine offene Teilmenge von Xs.
Zusammenfassend haben wir also gezeigt:

Proposition 3.13. Sei X ein Ficher. Dann kann man dazu ein Schema Xs assoziieren, das eine affine,
offene Uberdeckung Xs = | es Uy mit folgenden Eigenschaften besitzt: Uy N\ Uy = Uy fiir alle
0,0’ € X und die Einbettung U, — U, wird fiir T < o von der natiirlichen Inklusion k[S ;] — k[S ;]
induziert. Ist ¥ = X(o) im Sinne von Proposition dann ist aufferdem Xy = Uy. Zudem besitzt
jedes Xs eine kanonische offene Immersion T — Xs des Torus T = Uy, = Spec (k[ M]). O

Beispiel 3.14. Wir betrachten das Gitter Z" C R" und die Vektoren vy,...,v,, gegeben durch vy =
—e| — -+ — e, sowie v; = ¢; fiir i > 1. Wir definieren o; = Cone(vg, ..., V;,...,v,) firi € {0,...,n}.
Diese Kegel erfiillen die Schnittbedingung aus Proposition weswegen X = X(0y,...,0,) €in
Fécher ist. Wir zeigen: Es ist X5 = P}’ der n-dimensionale projektive Raum tiber k.

Beweis Fiir die zugehorigen Monoide gilt:
Sy = <e’f,...,efz>, So; = <—e?‘,—e?f +el,..l,...,—€ +e;> firi#0

Die Darstellung von S, filhren wir ein wenig aus. Die Inklusion von rechts nach links ist klar. Fiir
die andere geben wir uns u = 27—1 a ej € S, vor, wobei a; € Z. Per Definition von S, folgt
—2'_1a;20und a; > 0 fiir alle j # i. Daher ist

n

u—%:‘ e} +¢5) [Za.,-](—e;‘)

eine Darstellung von u im angegebenen Erzeugnis.

Wir erhalten Uy, = Spec(k[Yi,...,Y,]) und U;, = Spec (k[Yi_l, Yi_lYl, ...,?,...,Y[lYn]) fiir
i # 0. Definieren wir den projektiven Raum wie in Beispiel [A.6|als Verklebung der affinen Schemata
U; = Spec (k 5. % . }}(( ]) so sehen wir: Der Koordinatenwechsel Y; +— xé induziert einen
Isomorphismus U = U,, von Schemata iiber k fiir jedes i. Wir miissen noch einsehen, dass diese
Isomorphismen mit den Verklebungen vertrédglich sind:

Man sieht leicht o; N o-; = Cone(vg, k # i, j) und folglich fiir i # 0 nach Proposition@ (ii):

_ _ * * *\ * * * s * k%
Soonci =Sey +So; = <e1,...,en,—ei> = <—ei,—ei tel, ..l —e +en,ei>
sowie fiiri, j # Ound i # j
Soine; =So;+ 8o, = <—el’.‘,—el’.‘ telssl,..., € T ey, e —ej.>
= <—ej.,—ej.+e>;,...,j,...,—ej.+ef,,ej.—e;‘>.
Fiir die zugehorigen Schemata erhalten wir also

Usronr, = Spec (K [Y1,... Yuly,) = Spec (k[Y;l, Yo Y.‘lY,,]Yfl)

beziehungsweise fiir 7, j # 0

Ui, = spec(k[Y;‘,Y;‘Yl,...,i...,Y;lY,,]yj)
Y,
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Man sieht also, dass sich Usino; wieder unter dem gleichen Koordinatenwechsel Y; — ;—(‘) mit Uj; =

D(i—f) C U, beziehungsweise U; ; identifiziert. Folglich ist I} isomorph zur Verklebung der Uy,
entlang der Ugino;- Wir verzichten hier auf den einfachen Beweis, dass sich dies auf kanonische
Weise mit Xy identifiziert. Im wesentlichen kommen in Xy nur redundante Verklebeinformationen
hinzu. Im Beweis von Theorem 4.22| werden wir die Argumentation vollstindig durchfiihren. O

3.3 X ist eine torische Varietit

Wir haben bisher zu einem Kegel o eine Varietit U, und allgemeiner zu einem Féacher X eine Varietit
Xy definiert. Wir wollen in diesem Abschnitt verstehen, dass dies tatsdchlich torische Varietiten sind.
Im Wesentlichen miissen wir daher verstehen, warum Tori mit der vor Definition [1.14] definierten
Multiplikation Gruppenschemata sind und wie sie auf der torischen Varietét wirken, siehe auch Defi-
nitionen [T.12]und [I.T3] Kurzfristig arbeiten wir dazu wieder mit allgemeinen kommutativen Ringen,
da es keinen Grund gibt, sich auf (algebraisch abgeschlossene) Korper einzuschrinken:

Sei R ein kommutativer Ring mit 1, M eine abelsche Gruppe, S € M ein Untermonoid und
R[S] C R[M] die Algebren dariiber. Selbstverstiandlich soll dabei M an ein Gitter und S an einen
affinen Monoid S, eines Kegels o erinnern. Wir betrachten die Abbildung

@ :RIST— RIMI®g RIS].x* — x" ®x".

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Polynomrings setzt sich das wirklich wohldefiniert zu
einem R-Algebrenhomomorphismus fort. Wir setzen 7' := Spec (R[M]), U = Spec (R[S ]) (T bezie-
hungsweise U erinnern gewollt an den Torus sowie eine torische Varietidt U, ). Dann induziert ¢ auf
den Faserprodukten einen Morphismus

ugDZTXRU—>U,

der sich spiter als Wirkung von T auf U herausstellen soll. Fiir jedes Schema Z {iber Spec (R) bekom-
men wir dann eine induzierte Abbildung von Mengen

Vv :TZ)yxUZ) - U2),

1.8 P Yoo lf. gl =“f. 8l o ),
wobei f : RIM] — Oz(Z) und g : R[S] — Oz(Z) R-Algebrenhomomorphismen sind und [*f,“g]
beziehungsweise [ f, g] die aus der universellen Eigenschaft des Faserprodukts beziehungsweise Ten-
sorprodukts hervorgehenden, eindeutig bestimmten Abbildungen sind.
Wir studieren ¢ genauer: Sei dazu e : R[M] — Oz(Z) der eindeutige R-Algebrenhomomorphismus,
der durch y* +— 1 fiir alle u € M festgelegt ist. Wir wollen

Y(%e,g) = “(le,gl o) = “g,
zeigen, oder dquivalent [e, g] o ¢ = g fiir alle g : R[S] — Oz(Z). Fiir u € M ist aber
(le. gl o @(x*) = [e. gl ® x*) = e(x") - g*) = (¥,

woraus die Behauptung folgt. Auch ldsst sich die gemischte Assoziativitit zeigen. Dazu setzen wir
zundchst ¢’ : R[IM] — R[M] ®g R[M], x* — x" ® x*, was wie oben ein ¢’ : T Xg T — T und ein
W' T(Z) X T(Z) - T(Z) induziert. Seien nun f, g : R{M] — Oz(Z) und h : R[S] — Oz(Z) beliebig.
Die Behauptung y(y/'(“ f,“g), “h) = w(“f, ¥(“g,“h)) ist dann gleichbedeutend zur Behauptung

[([f,glo¢  hlow=1[f[g hlogloep,

was sich wieder leicht auf den Monomen nachrechnen lédsst. Mit diesen Feststellungen kdnnen wir
folgende Proposition formulieren:
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Proposition 3.15. Sei Z ein beliebiges R-Schema. Ist T = Spec (R[M]) fiir eine abelsche Gruppe
M, dann ist T(Z) zusammen mit der Abbildung ' eine Gruppe mit neutralem Element “e : Z — T.
Ist U = Spec (R[S)]) fiir einen Untermonoid S C M, so ist durch  : T(Z) x U(Z) — U(Z) eine
Gruppenwirkung der Gruppe T (Z) auf der Menge U(Z) gegeben. Mit anderen Worten: (T, %¢’) ist ein
Gruppenschema, und der Morphismus “¢ ist eine Wirkung von T auf U.

Beweis Es ist nur noch zu priifen, dass es beziiglich ¢’ ein Inverses zu jedem Morphismus “f : Z —» T
gibt. Es ist also ein R-Algebrenhomomorphismus g : R[M] — Oz(Z) zu konstruieren mit

[figloy =e.
Sei dazu u € M beliebig. Hitten wir ein g mit dieser Eigenschaft gefunden, so folgte
JOM) - e = 1f: 810" @ x") = (If> 81 0 @) = e(x") = 1.

Wir sind also gezwungen, g(x*) = f(x*)”! zu setzen. Dazu muss f(y*)~' in Oz(Z) existieren. Hier
zahlt sich zum ersten mal aus, dass M eine Gruppe ist und nicht nur ein Monoid: Es ist einfach
o™ = f(x™), weswegen g sich mit der eben angegebenen Definition zu einem wohldefinierten
R-Algebrenhomomorphismus fortsetzt. O

Sei nun speziell R = k unser algebraisch abgeschlossener Korper, M unser Gitterund § =S, € M
ein affines Monoid, gehorig zu einem Kegel . Dann haben wir soeben gezeigt, dass T = Uy, ein
Gruppenschema ist, dass auf dem Schema U, wirkt.

Proposition 3.16. Sei o ein Kegel. Dann ist T = Ujgy — U, eine torische Varietiit.

Beweis Dass U, integer und vom endlichen Typ iiber k ist, haben wir bereits in Proposition [3.2]
gesehen, und die offene Immersion 77 — U, kennen wir aus Proposition Dass Ujgy auf U, wirkt,
haben wir oben bereits eingesehen. SchlieBlich setzt die Wirkung offenbar die Wirkung von T auf sich
selbst fort, wie man leicht einsieht, wenn man sich auf das umgedrehte Diagramm von k-Algebren
zuriickzieht. O

Die Hauptarbeit ist damit erledigt. Im Grunde beschrénkt sich der Nachweis, dass Xy eine tori-
sche Varietit ist, auf die Feststellung, dass sich ,,alles verklebt”. Wir geben dennoch die technischen
Beweise:

Proposition 3.17. Das Schema Xs ist wieder auf kanonische Weise ein Schema vom endlichen Typ
iiber dem Korper k.

Beweis Jedes der offenen Teile U, hat einen Strukturmorphismus ¢, : U, — k, der einfach vom
kanonischen Homomorphismus & — &[S ] kommt. Sind 0,0’ € £ und 7 = o N ¢, so geniigt es zu
zeigen, dass sich ¢, und ¢, auf dem Schnitt U, zur gleichen Abbildung Einschrinken, denn dann
erhalten wir durch Verkleben einen Strukturmorphismus Xs — k. Wegen der Symmetrie geniigt es
also zu zeigen: ¢, © g,r = ¢;. Das ist aber dquivalent zur Kommutativitit des Diagramms

kLS -]

T

k K[S+]

und damit trivial. Dass X5 von endlichem Typ iiber k ist folgt daraus, dass es die einzelnen U, sind,
und weil X5 per Definition von endlich vielen solcher offener affiner Unterschemata iiberdeckt wird.
O
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Alle Morphismen sind (wenn das nicht zu zeigen ist), von nun an als k-Morphismen vorausgesetzt.
Alle Faserprodukte, die ab jetzt auftauchen, sind immer als Faserprodukte iiber Spec (k) zu verstehen,
in der Notation wird das nicht zu sehen sein.

Wir setzen die Toruswirkungen von 7' = Spec (k[ M]), die auf den U, gegeben sind, nach Xy fort:
TxU, —» U, — Xz. Xy wird offen iiberdeckt von den U, also wird T X X5 offen iiberdeckt von den
T x U,. Die Behauptung ist, dass die Toruswirkungen auf den Schnitten iibereinstimmen und somit
einen Morphismus 7 X Xy — Xy ermdglichen. Beachte Proposition die wir in den néchsten
Propositionen mehrmals ohne Erwdhnung verwenden werden.

Proposition 3.18. Es seien 0,0’ Kegel und v ihr Schnitt. Dann schrinken sich die Morphismen
TXU; = XsundT X Uy — Xs zu dem gleichen Morphismus auf dem Schnitt T X U ein.

Beweis Wegen der Symmetrie ist lediglich nachzuweisen, dass die Hintereinanderausfithrung 7 X
U; - T x Uy — Xs mit der Toruswirkung auf U, {ibereinstimmt:

TxU;

~ UT\UG/XZ

Tx U,

Das rechte Dreieck kommutiert automatisch, da es nur ein Diagramm von Inklusionen ist. Dass die
linke Raute kommutiert ist trivial, wenn man sich das duale Diagramm auf den k-Algebren ansieht. O

Das zeigt, dass man die Torusaktion zu einem Schemamorphismus 7 X Xy — Xy ausweiten kann.
Da dies auf den affinen offenen Teilen T X U, ein k-Morphismus ist, und man Kommutativitdt von
Diagrammen lokal priifen kann, ist auch der ganze Morphismus ein k-Morphismus.

Wir mochten zeigen, dass T X Xy — Xs wieder eine Wirkung im Sinne der Schematheorie ist.
Dazu verwenden wir die Charakterisierung, die in Proposition angegeben wird.

Proposition 3.19. Der Morphismus T X Xy — Xz ist wieder eine Wirkung im Sinne der Schematheo-
rie.

Beweis Sei U, C Xy einer der affinen offenen Teile. Wir betrachten das folgende Diagramm:

T x(TxU,,)

/

(TxT)x U,

T XU,

T X (T X X5) —=>T x Xs

(TxT) XXy,

|

T x X5 Xz

Wir miissen zeigen, dass das Fiinfeck rechts unten kommutiert und wissen von der Kommutativitét
des Fiinfecks links oben. Alle fiinf schrigen Vierecke kommutieren ebenfalls: Das linke wegen Pro-
position[I.16] das untere und rechte per Definition der Gruppenwirkung 7 x Xy — X5 als Fortsetzung
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der Wirkung 7 X U, — Xz, das obere wieder wegen Proposition [1.16| und weil das rechte und
untere Diagramm kommutieren, und das links oben aufgrund der Natiirlichkeit des Isomorphismus
XX (Y xXZ)=(XXY)XZin einer jeden Kategorie, in der Faserprodukte existieren.

Da die offenen Teile 7' X (T x Uy ) ganz T X (T X Xs) iiberdecken, wenn o ganz X durchléuft, folgt
also die Kommutativitét des Fiinfecks rechts unten aus der Kommutativitét des Fiinfecks links oben.
Mit der Kommutativitit des Diagramms

T XXy — X5

kXXZ

verfahren wir dhnlich und sehen somit insgesamt, dass wir tatsidchlich eine Wirkung von 7' auf Xy
gegeben haben. O

Proposition 3.20. Xy ist eine torische Varietiit.

Beweis Dass Xs vom endlichen Typ {iber k ist, haben wir bereits in gesehen. Dass Xy integer
ist, folgt daraus, dass die Uberdeckung X5 = |Jy ez U, offenbar alle Eigenschaften aus Proposition
[A 4] erfiillt. Dass T = Uy, auf Xy wirkt, ist gerade die Aussage von Proposition [3.19} und dass sie
diejenige von T auf sich selbst fortsetzt, folgt unmittelbar aus der Definition der Wirkung Tx Xy — Xs
als Fortsetzung der Wirkungen von T auf den U,, also insbesondere auf Ujpy = T. |

3.4 Torische Morphismen

Wie in Kapitel 1 angekiindigt, ist ein wichtiges Zwischenziel ein volltreuer Funktor X : (FAN) —
(TOV). Bisher haben wir die Objektabbildung erklirt, indem wir jedem Fécher X eine torische Varietit
Xs zugewiesen haben. Nun geht es um die Morphismen: Wie kdnnen wir einem Fichermorphismus
¢ : (N,X) — (N’,X') einen Morphismus torischer Varietiten ¢, : Xy — Xs» zuweisen?

Sei also ¢ : (N,X) — (N’,X') ein Fichermorphismus, das heiflit ein Gruppenhomomorphismus
¢ : N — N’, dessen Skalarerweiterung jeden Kegel aus X in einen Kegel aus ¥’ abbildet (Siche
Definition [1.6)). Es bezeichne ¢” : M’ — M den dualen Homomorphismus auf den dualen Gittern,
gegeben durch ¢” (1) = uo ¢. Sei nun o € X und ein zugehdriges o’ € ¥’ mit (o) C o’ gegeben. Wir
behaupten, dass sich ¢~ wohldefiniert zu einem (identisch bezeichneten) Monoidhomomorphismus
S — S, einschrinkt: In der Tat, ist u € S~ und v € o, dann folgt wegen ¢(v) € o~ sofort ¢"(u)(v) =
u(p(v)) > 0. Wir erhalten also einen Schemamorphismus ¢, : U, — U, iiber k. Diesen setzen wir
fort zu einem Morphismus nach Xy, den wir wieder genauso bezeichnen: ¢, : Uy — Uy — X3/ Wir
erinnern daran, dass dquivariante Morphismen torischer Varietiiten solche sind, die mit der Wirkung
der Tori vertraglich sind (siehe Definition [I.15)), und dass wir sie naheliegenderweise auch torische
Morphismen nennen.

Proposition 3.21.

(i) Zu gegebenem o € X ist der Morphismus ¢, : U, — Xs» unabhdngig von der Wahl von o’ € ¥/
mit (o) C o’

(ii) Die Morphismen U, — Xz stimmen auf den Schnitten iiberein, verkleben sich also wohldefi-
niert zu einem k-Schemamorphismus ¢, : Xs — Xs.
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(iii) Der Morphismus @, ist ein dquivarianter Morphismus, das heif3t ein Morphismus torischer Va-
rietdten.

Beweis

(i) Seig(o) C o’ und ¢(o) C . Dann ist auch (o) C v = o, N0, sodass wegen der Symmetrie
¥ 1 ¥ 2 ¥ 1 2 g y
nur die Kommutativitidt des Diagramms

U o
Us Ur X5/

Px

zu zeigen ist. Das rechte Dreieck kommutiert, da es ein Diagramm von Inklusionen ist, und die
Kommutativitit des linken lasst sich zuriickfiihren auf die trivialerweise erfiillte Kommutativitét

von
S
/
S o <~ S e
%)

J
9

O

(i) Wir miissen die Behauptung dhnlich wie zuvor wieder nur fiir Seiten nachweisen. Das heif3t: Sei
7 < o und ¢(0) C ¢’. Dann ist die Kommutativitit des Diagramms

zu priifen. Auf den zugehorigen Monoiden ist das aber genauso wie in (i) eine Trivialitit. O

(iii) Ahnlich wie im Beweis zu Proposition konnen wir uns auf affine offene Teile zuriickziehen.
Wir wollen also fiir ¢(0) C 0’ die Kommutativitéit des Diagramms

P X,
TxUy ——=T XUy

| |

Uy Uy

Px

einsehen. Beachte, dass der Morphismus ¢, : T — T’ wegen ¢({0}) C {0} wohldefiniert ist. Wie
immer sind wir beim umgedrehten Diagramm von k-Algebren mit einer Trivialitit konfrontiert.
Setzen wir im kommutativen Diagramm auflerdem o = {0} und ¢’ = {0}, so sehen wir, dass
sich ¢, zu einem Morphismus von Gruppenschemata 7 — 7’ im Sinne von Proposition
einschrinkt. O

Proposition 3.22. Es seien

12

(N, Z) (N’I’ Z/’)

(N, X

Fédchermorphismen. Dann folgt:
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(i) (idws)), = idxs
(ii)) (Yo @) =0 p.

Beweis Behauptung (i) ist unmittelbar klar. Die zweite Behauptung konnen wir wieder auf einer
offenen Uberdeckung iiberpriifen. Sei also o € X gegeben und dazu o’ € ¥’ und o’ € X" mit
o(o) C o', ¥(o’) € o”. Dannist auch (y op)(0o) C o’ und wir miissen die Kommutativitit folgenden
Diagramms nachweisen:

(o).

Fiihren wir das auf das umgedrehte Diagramm fiir k-Algebren zuriick, und schlielich auf die zugrun-
deliegenden Morphismen von Monoiden, so miissen wir also nur (¢ o ¢)” = ¢” o ¢~ zeigen, und das
ist trivial. O

Proposition 3.23. Sind ¢1,¢; : (N,X) = (N',%’) zwei Fidchermorphismen mit (¢1), = (¢2),, SO ist
bereits @1 = .

Beweis Die Behauptung impliziert insbesondere, dass die Einschrankungen (¢1)s, (¢2)s : T — T’
tibereinstimmen, was nichts anderes bedeutet, als dass die dualen Abbildungen ¢;”,¢2" : M’ - M
identisch sind. Wir wollen zeigen, dass dann schon ¢; = ¢; ist. Angenommen nicht: Dann gibt es
einn € N mit p;(n) # ¢(n). Ist {by, ..., by} eine beliebige Basis von N’, so unterscheiden sich die
Darstellungen von ¢;(n) und ¢, (n) beziiglich dieser Basis also an einer Stelle i € {1, ..., n}. Folglich
ist bi(¢1(n)) # b} (¢2(n)). Es folgt:

@17(6))(n) = b (p1(n) # b; (g2(n) = ¢27(;)(n)
und damit ¢1” # ¢,”, im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Wir konnen nun folgendes Theorem formulieren:

Theorem 3.24. Die Zuordnung X : (FAN) — (TOV), gegeben £ +— Xs und ¢ > ., ist ein volltreuer
Funktor. O

Beweis Lediglich die Vollheit bliebe noch zu zeigen. Eine Quelle fiir den etwas aufwendigen Beweis
ist [Oda, Chap. 1.5]. O

3.5 Normalitit und Separiertheit

Sei (N, X) ein beliebiger, fixierter Facher, M wie immer das duale Gitter. N und M seien beide ein-
gebettet in ihre Erweiterungen zu R-Vektorrdumen Ny und M. Wir zeigen in diesem Abschnitt die
Normalitit und Separiertheit (siche Definitionen[A.7/und [A.13)) von X5 und brauchen dazu ein wenig
Vorarbeit.

Lemma 3.25. Es sei N| < N eine Untergruppe des Gitters N. Dann ist auch N ein Gitter. Auf3erdem
existiert eine Basis {b1,...,b,} von N und Zahlen ky,...,k; > 1 (I < n), sodass {kib1,...,kb;} eine
Basis von N ist.

Beweis Das ist ein Spezialfall des Elementarteilersatzes iiber endlich erzeugte freie Moduln iiber
Hauptidealringen, siehe zum Beispiel [Bos, §6.3]. O
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Definition 3.26 (Primitiv). Ein Element v € N \ {0} heillt primitiv, falls aus k - v/ = v fiirein v’ € N
und ein k > 1 bereits k = 1 und damit v = v’ folgt.

Lemma 3.27.

(i) Es sei Ni C N eine Untergruppe, sodass N|N1 torsionsfrei ist. Dann existiert eine Untergruppe
Ny C Nmit N = Ny ®N,.

(ii) Es seiv € N\ {0} primitiv. Dann existiert eine Basis {b1,...,b,} von N mitv = b;.

Beweis

(i) Nach Lemma[3.235]k6nnen wir eine Basis {by, ..., b,} von N und natiirliche Zahlen ki, ..., k; > 1
wihlen, sodass {kiby,...,kb;} eine Basis von Nj ist. Sei i € {1,...,l}. Wegen k;b; € Ny ist
kib_i = 0 und wegen der Torsionsfreiheit des Quotienten folgt 171 = 0. Also ist b; € N, das heif3it
es gibt ganze Zahlen A, ... A4; mit b; = Zi.:l Ajk;b;. Wegen der linearen Unabhingigkeit der b
folgt 1 = A;k; und damit k; = 1. Setzen wir dann Ny = (b1, ..., b,), so folgt

N =<(b1,...,b;)®(bis1,...,b,) = N1 & N>,
also das, was wir zeigen wollte. O

(i) Wir definieren N; = (v). Nach (i) geniigt es zu zeigen, dass N/N; torsionsfrei ist, denn haben
wir erst einmal eine Zerlegung N = N; @ N, so ist die Ergiinzung einer Basis von N, um das
Element v eine Basis von N. Angenommen, N/N; wire nicht torsionsfrei. Dann gébe es n € N
mit n ¢ Nj sowie k, k' € Z \ {0}, sodass kn = k’v. Ohne Einschrinkung kénnen wir k und k" als
teilerfremd annehmen. Weiter stellen wir fest, dass k keine Einheit ist, denn sonst wire n € Ny,
was nach Annahme nicht der Fall ist. Wir wihlen nun a, b € Z mit ak + bk’ = 1. Aus k'v = kn
folgt dann bk’'v = bkn, also (1 — ak)v = bkn und somit v = k(av + bn). Da k keine Einheit ist und
wegen av + bn € N widerspricht das aber der Voraussetzung, dass v primitiv ist. Also ist N/N;
torsionsfrei. O

Lemma 3.28. Es sei v € N primitiv und p = Ry - v der davon aufgespannte Kegel. Dann ist k[S ]
ein ganzabgeschlossener Integritditsring.

Beweis Nach Lemmagibt es eine Basis {v, by, ..., b,} von N. Sei {v*, by, ..., b} die zugehorige
duale Basis in M. Schreiben wir X; = " und X; = x% fir i > 2, so folgt mit Beispiel
k[S,] = k[Xl,Xz,Xle, e ,Xn,X;I], und das stimmt im rationalen Funktionenkorper k(X1,..., X))
offenbar iiberein mit der Lokalisierung k[ X1, ..., X;]x,.x,. Nun ist k[ X1, . .., X, ] als faktorieller Ring
ganzabgeschlossen, und damit auch die Lokalisierung k[S ], siche Beispielund Proposition
O

Proposition 3.29. Das Schema Xy ist normal.

Beweis Wegen Xy = |J,cx Spec (k[S+]) geniigt es nach nachzuweisen, dass jeder der Inte-
gritdtsringe k[S ] ganzabgeschlossen ist.

Es sei {vi,...,vs} € N ein Erzeugendensystem von o. Ohne Einschrankung konnen wir durch
geeignetes Skalieren erreichen, dass die v; primitiv sind. Wir betrachten aulerdem die von den Er-
zeugern aufgespannten Kegel p; = Rxg - v;. Da die v; ganz o~ erzeugen, folgt o™ = (], p;” und damit

unmittelbar
S
Se={")S
i=1
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Wir behaupten, dass daraus auch k[S,] = le k[S p;] folgt, wobei wir den Schnitt in k[M] bilden.
Die Inklusion von links nach rechts ist klar. Sei f im rechten Schnitt enthalten. Wir identifizieren in
diesem Beweis S, mit den Monomen {y" | u € §,}. Dann liegt f im Schnitt aller Erzeugnisse von
Sp,; iber k. Wegen §,, € M, und da M liber k linear unabhiingig ist, ist die Darstellung von f als
Linearkombination von Elementen aus S ,, unabhingig von i. Es folgt f € k[ﬂf:1 Sp] = k[Ss].

Nun ist jedes k[S ,,] nach Lemma [3.28] ganzabgeschlossen und Teilring des Integrititsrings k[M].
Nach Proposition folgt die Behauptung. mi

Wir zeigen nun, dass Xy separiert iiber k ist. Gemil} unserer Konvention, das Grundschema zu
ignorieren, sagen wir dazu einfach: Xs ist separiert.

Lemma 3.30. Abgeschlossenheit in topologischen Rdumen ldsst sich lokal iiberpriifen. Genauer: Sei
X ein topologischer Raum und Z C X. Sei (U;);¢; eine offene Uberdeckung. Dann ist Z genau dann
abgeschlossen, wenn Z N U; abgeschlossen in U; ist fiir jedes i € I.

Beweis Ist Z abgeschlossen, dann ist Z N U; per Definition der induzierten Topologie abgeschlossen
in U;. Ist umgekehrt jedes Z N U; abgeschlossen in U;, so ist

z=znl Ju={J@nu)=Jwnwinzy
i€l i€l i€l
als Vereinigung offener Mengen offen. O
Lemma 3.31. Es seien 0,0’ € Zund v = o No’. Es sei Ay : Uy —» Uy X Uy der eindeutige

Morphismus, der von den Inklusionen U, — U, und U, — U, induziert wird. Dann ist dessen Bild
abgeschlossen in Uy X Uy,

Beweis A; ist der eindeutige Morphismus, der das Diagramm

Uz
X\
Us XUy — Uy

U(T

kommutieren ldsst und kommt daher vom eindeutigen k-Algebrenhomomorphismus f : k[S,] ®
k[S o] — k[S ], sodass das Diagramm

KIS ]
T

k[S o] ®k k[S o] =——k[S o]

|

kLS o]

kommutiert. f ldsst sich konkret angeben durch f(h ® g) = h - g. Wir behaupten, dass f surjektiv ist.
Dazu geniigt es zu zeigen, dass jedes Monom y* mit u € S, getroffen wird. Nach Proposition [2.23](ii)
existieren aber u; € S, und up € S mit u = u; + up. Folglich ist y* = y"' - ¥*2 = f(y"' ® ¥*?). Also
ist f eine Quotientenabbildung, das heiit es ist A-(U;) = V(ker(f)) tatsdchlich eine abgeschlossene
Teilmenge von U, X Uy. O
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Wir erinnern fiir das nachfolgende Lemma und den anschlieBenden Beweis der Separiertheit von
X wieder an Proposition[A.T] die mehrmals Verwendung findet.

Lemma 3.32. Es sei A; : Uy > Uy X Uy der Morphismus aus Lemma Wir fassen nun U,
beziehungsweise U, XU, als offene Teilmengen von Xs beziehungsweise Xs X Xs auf. Es sei A : Xy —
Xs X X5 der Diagonalenmorphismus. Wir behaupten: Die Einschrdnkung Aly, ist ein wohldefinierter
Morphismus U — Uy X Uy und stimmt iiberein mit A+.

Beweis Es ist schlicht zu zeigen, dass das Diagramm

U —————— Uy X Uy
irl lz},xi‘,/
Xs Xz X X3

kommutiert, denn das schliefft offenbar die Wohldefiniertheit des Morphismus Aly. : Uy = Uy X Uy
mit ein. Dabei sind i; : Uy = X5, iy : Uy = Xsund ipv : Uy — Xy die gewdhnlichen Inklusio-
nen. Wir bezeichnen mit pi, p» : Xs X Xy — Xz die beiden Projektionen. Wegen der universellen
Eigenschaft des Faserprodukts X5 X Xy geniigt es nun zu zeigen:

(1) P1 ocAoi; = Pp1 O(i(rXia")oAT

(11) PZOAOiT :p2o(i0'Xi0")°AT
Wegen der Symmetrie zeigen wir nur (i). Dazu zeigen wir pj o Ao iy = iy = py o (ip X igr) 0 Ar.
Die Linke Gleichheit gilt wegen p; o A = idy,. Fiir die rechte betrachten wir zusitzlich die erste
Projektion ¢; : U, X Uy — U, und das folgende Diagramm:

U, A Uy X Uy

Uy Xz X X3

Per Definition aller involvierten Pfeile kommutieren aber sowohl beide Dreiecke, als auch das Paral-
lelogramm. o

Proposition 3.33. Xy ist separiert.

Beweis Wir miissen zeigen, dass der Diagonalenmorphismus A : Xs — Xy X Xz abgeschlossenes
Bild hat. Da X5 offen iiberdeckt wird von den U, X U, mit o, 0’ € X, miissen wir nach nach Lemma
nur die Abgeschlossenheit von A(Xz) N (U, X Uy) in U, X Uy zeigen. Sei dazu v = oo N o”.
Wir behaupten:

AXz) N (Ug X Ug) = Aly, (Uy).

Zunichst stellen wir fest, dass wir fertig sind, sobald wir das eingesehen haben: Nach Lemma [3.32]
ist Aly, = Ar, und nach Lemma [3.31]ist das Bild von A; in U, x U, abgeschlossen. Sei also fiir
die eine Inklusion y = A(x) € A(Xz) N (Us X Ug). Wegen Uy X Uy = p;'(Us) N p3'(Uy) ist
dann x = p;(A(x)) = p1(y) € Uy und analog x € U,, also x € U, N Uy, und letzteres stimmt nach
Propositionijberein mit U;. Das zeigt y = A(x) € Aly,(U-). Fiir die andere Inklusion seiy = A(x)
mit x € U, gegeben. Wir miissen y € U, X U, zeigen. Aber es ist wie eben pi(y) = p2(y) = x € U;
und damit y € p7'(Ur) N p3'(Up) = Uy X Uy C Uy X Uy O
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Kapitel 4

Torische Varietaten als Pravarietaten

Wir haben in Kapitel 3 einen volltreuen Funktor X : (FAN) — (TOV) konstruiert und gezeigt, dass
er in der Kategorie der normalen und separierten torischen Varietiten landet. Er induziert also einen
Funktor X : (FAN) — (TOV-NS). In diesem Kapitel geht es darum, den Beweis der wesentlichen Sur-
jektivitit dieses Funktors zu skizzieren. Das ist iiber beliebigen algebraisch abgeschlossenen Korpern
richtig, und einen Beweis des allgemeinen Falls kann man in [Odal, Chap. 1.5] finden. Der Einfachheit
halber arbeiten wir aber von nun an iiber den komplexen Zahlen C. Das hat den Vorteil, dass wir mit
der euklidischen Topologie eine weitere Topologie zur Verfiigung haben, die uns die Arbeit erleich-
tert. Da sich so eine Topologie nicht auf Schemata definieren lisst (generische Punkte vertragen sich
schlecht mit der Vorstellung von ,,Punkten in einem Raum*) wechseln wir dazu in die Kategorie der
Prévarietiten, in der nur noch abgeschlossene Punkte iibrig bleiben. Fiir die Definition der Kategorie
der Privarietiten, die Kategoriendquivalenz von integren Schemata von endlichem Typ in diese Ka-
tegorie und grundlegende Eigenschaften dieser Aquivalenz verweisen wir auf den Anhang A.2. Die
Hauptquelle dieses Kapitels ist [Sch, Chap. 1.3, 3.1-3.2]

4.1 Definition torischer Varietiten als Pravarietiten

Wir miissen zunéchst die wesentlichen Begriffe erneut fiir die Kategorie der Privarietiten definie-
ren. Man beachte dabei, dass - genauso wie bei affinen Schemata - der Koordinatenring des Produkts
zweier affiner Varietiten wieder durch das Tensorprodukt der Koordinatenringe gegeben ist, siche
[Schl, Chap. 1.0 und Proposition 1.A.1]. Ist X ein Schema, so bezeichnet wie im Anhang X(C) die
zugehorige Privarietit. Ist jedoch V = Spec (A) ein affines Schema, so verwenden wir auch die Be-
zeichnung Specm (A). Das zusitzliche ,,m“ erinnert an ,,maximales Ideal, was insofern sinnvoll ist,
als dass die maximalen Ideale gerade die abgeschlossenen Punkte eines affinen Schemas sind.

Definition 4.1 (Algebraischer Torus). Ein algebraischer Torus ist eine affine Varietit 7 zusammen
mit einem Morphismus m : TXT — T, der T zu einer Gruppe macht, so dass T isomorph (als Varietét
mit Gruppenstruktur) ist zu Specm (C[M]) fiir ein Gitter M. Dabei wird Specm (C[M]) zur Gruppe
tiber den Morphismus, der auf C-Algebren gegeben ist durch y* — y" ® y*.

Definition 4.2 (Torische Varietit). Sei T ein Torus. Eine torische Varietdt ist eine Privarietit X zu-
sammen mit einer offenen Immersion 7 — X, sodass sich die Gruppenstruktur von 7" ausweitet zu
einer Gruppenwirkung 7 x X — X, die zusitzlich ein Morphismus von Privarietéten ist.

Wichtig in diesem Zusammenhang ist, dass man sdmtliche Konstruktionen, die aus einem Féacher
eine torische Varietdt machen, auch fiir Pravarietdten durchfiihren und zeigen kann, dass dies eine
torische Varietit ist. Man kann sich nun fragen, ob dieser Funktor wesentlich surjektiv auf normale
separierte torische Varietiten (in der Sprache der Privarietiten) abbildet. Die Antwort ist ja, und
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dieses Resultat werden wir hier skizzieren. Um damit unser eigentliches Ziel zu erreichen, nimlich um
einzusehen, dass jede normale separierte torische Varietit in der Sprache der Schemata vom Funktor
getroffen wird, brauchen wir eine Reduktion:

Proposition 4.3. Wir nehmen an, jede normale separierte torische Varietdit (in der Sprache der
Privarietiiten) sei im Bild des Funktors X : (FAN) — (TOV-NS). Dann ist dieser Funktor im Schema-
sinne wesentlich surjektiv.

Beweis Sei 7 — X eine normale separierte torische Varietét in der Sprache der Schemata. Wir skiz-
zieren nun, dass dann 7(C) — X(C) eine torische Varietit ist. Zunéchst ist dieser Morphismus eine
offene Immersion nach Proposition (iii). Dass T(C) ein Torus ist und eine Gruppenwirkung
auf X(C) induziert, ist eigentlich nur die Kommutativitét einiger Diagramme. Die Morphismus be-
kommen wir direkt von der Kategorienidquivalenz geliefert, und die Kommutativitit der induzierten
Diagramme folgt aus der Funktorialitit. Damit das zielfiihrend ist, miissen sich die unterliegenden
Mengen von T(C) x T(C) und T(C) x X(C) natiirlich als mengentheoretische Produkte herausstellen.
Das ist richtig, und eine Ausfiihrung dazu findet sich in [Bru, Lemma 1.16]. Aus dem gleichen Grund
setzt die Wirkung 7'(C) x X(C) — X(C) die Multiplikation 7(C) x T(C) — T(C) fort.

Die torische Varietit 7(C) — X(C) ist auBerdem normal und separiert nach[A.20|(i) und (ii). Nach
Annahme gibt es also einen Ficher £ mit X(C) = Xyz. Das bedeutet X(C) = Uyes U, Uy N Uy =
Usno und, dass die Inklusion Uyn,» — U, von der Inklusion der Koordinatenringe induziert ist.
Nach Proposition (iv) folgt dann aber auch X = Xy, denn ein Schema ist bis auf Isomorphie
durch seine affine offene Uberdeckung, die paarweisen Schnitte dieser Uberdeckung und die Inklusi-
onsmorphismen bestimmt. O

4.2 Wesentliche Surjektivitit im affinen Fall

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass jede normale affine torische Varietit von einem Kegel kommt,
also von der Form U, ist. Dazu benétigen wir einige Lemmata.

Wir arbeiten von nun an im dualen Gitter M, da wir die nachfolgenden Lemmata genau dafiir
anwenden werden (die Aussagen verwenden jedoch nur, dass M ein Gitter ist, das duale Gitter N
spielt keine Rolle). Wir erinnern daran, dass wir zu unserem dualen Gitter M eine Erweiterung zu
einem R-Vektorraum MR = M ®y R definiert hatten, in den wir M einbetten konnten. Wir setzen
nun Mq = M ®z Q und finden analog zum Fall MR nach Wahl einer Basis {b1, ..., b,} von M einen
Isomorphismus Mg — Q", der auf den Tensoren gegeben ist durch (3} 4;6;) ® g = q 3’ die; (A; € 7).
Wie zuvor betten wir M in Mq ein durch m — m® 1 und identifizieren M vermoge dieser Einbettung
mit seinem Bild, das heifit wir schreiben m ® 1 = m. Offenbar kommutiert das durch die Basiswahl
gegebene Diagramm

M Mq Mg

]

7" ——~ Q' ——TR" .

Lemma 4.4. Es sei A € M"™*(Q), b € Q". Wir betrachten das Gleichungssystem A - x = b als Glei-
chungssystem tiber den reellen Zahlen. Wir gehen davon aus, dass der Losungsraum Ly, nichtleer
ist. Dann ist er von der Form

LA,b = p+<ur+1’--~,u5>,

wobei r < s und mit p,u; € Q°.
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Beweis Wir bringen das Gleichungssystem in Stufennormalform und kdnnen dabei auch problemlos
die Spalten tauschen:

1 ... 0 Alrel oo Al D1

: X1

0 ... 1 a1 ... g A-1z1pr

0 ... 0 0 ... 0 : 0

Xs

0 ... 0 0 ... 0 0
Da alle Eintrdge der Matrix und des Zielvektors mit Hilfe des GauB3-Verfahrens aus rationalen Zah-
len gewonnen wurden, sind sie wieder rational. Wir setzen p = (p1,...,pr0,...,0) € Q° und
uj = (@1j,...,Qj,—0p41,j>...,—05;) € Q° fiir alle j € {r +1,...,s} und wissen aus der Theo-
rie der linearen Gleichungssysteme, dass die Losungsmenge tatsdchlich gegeben ist durch Ls; =
p + {Up+1,...,Us), siche auch [Bos| §3.5]. O
Lemma 4.5. Sei o = Cone(vy, ..., vs) ein Kegel, wobei v; € M. Dann folgt

s
O'ﬂMQ = {Z/l,‘vi | A; € on}
i=1

Beweis Ohne Einschrinkung konnen wir M = Z" annehmen, also insbesondere v; € Z". Die Inklu-

sion von rechts nach links ist klar. Sei also v € oo N Q", das heiBit v = 37, ﬂgo)vi mit /IEO) € Ry und

v € Q". Wir miissen zeigen, dass wir stattdessen andere Koeffizienten fiir v wihlen konnen, die in

Q>0 liegen. Ohne Einschrinkung sei /150) # 0 fiir alle i, denn andernfalls zeigen wir die Behauptung

einfach fiir v € Cone(v; | j # i) N Q". Schreiben wir v; = (vgl), . ,vl(")) und v = (g1, ...,qn) so folgt
(gemiB der tiblichen Konvention, Vektoren in Matrixprodukten als Spaltenvektoren zu schreiben):

1 1 0

V(l) v(s) /l(l) q1

A-/l(O)I . .. Sl =] =,

v(ln) UG I Vi dn

wobei wir A und 19 auf die naheliegendste Weise definieren. Wir mochten die Existenz einer Losung
(A1,..., A5) € QY des Gleichungssystems A - x = v zeigen. Nach Lemma@ist die Losungsmenge
von der Gestalt p + (u,11, . .., ug) mit rationalen u; und rationalem p. Nun ist eine Fallunterscheidung
angebracht: verschwindet bereits jedes u;, so hat das Gleichungssystem nur eine einzige Losung p,
und da 19 das Gleichungssystem ebenfalls 16st, folgt p = 1. Wegen p € Q* und 1 > 0 folgt die
Behauptung.

Interessanter ist der Fall u; # O fiir ein j. Die Losungen des Gleichungssystems sind gegeben
durch alle Vektoren der Gestalt

D+ arsity + - +agug, aj € R.

©) a9
S

BCTRRTI P die zur Losung A9 fiihren, so behutsam

Die Idee ist nun, die speziellen Koeffizienten a

abzuéindern, dass das Ergebnis in Q] liegt.

A9
1

Sei dazu € > 0 gegeben, welches > € fiir alle i erfiillt. Das existiert, da nach Annahme kein

/150) verschwindet. Wir definieren
M = max {|[ts+1lleos - - -5 [Uslloo}
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wobei || - || die Maximumsnorm bezeichne. Dann ist M # 0, da u; # O fiir ein i. Fiir jedes i €

{r+1,...,s} wihlen wir auBerdem ¢; > 0 mit |9;| < m und so, dass zusitzlich a; := al(.o) +6; € Q.

Letzteres ist moglich, da die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen. Nun setzen wir
A=p+aryillps) + 00+ ag.

Nach Konstruktion ist 1 € Q° und es 16st das Gleichungssystem. Es bleibt nur noch A > 0 zu zeigen.
Offenbar geniigt es dazu, ||4 — 19|, < € zu nachzuweisen:

0
|4 — Al )”oo = [0p+1ttr+1 + -+ + Osits]loo

<1l - Ntrsilloo + -+ + 105 - Mutslloo

S (0r1l+ -+ - M

€

<(s-r) —— -

(s —r)M
=€,

also das, was zu zeigen war. =

Wir erinnern daran, dass ein affines Monoid S ein endlich erzeugtes Monoid zusammen mit einer
Monoideinbettung S — M ist.

Definition 4.6 (Gesittigtes affines Monoid). Ein affines Monoid S C M heifit gesdttigt, falls aus
m e M und km € S fiir ein k € IN5 bereits m € S folgt.

Lemma 4.7. Es sei A C M eine endliche Menge. Dann ist das affine Monoid NA C M genau dann
gesdittigt, wenn INA = Cone(A) N M.

Beweis Ohne Einschrinkung sei wieder M = Z". Dann ist A = {vy,...,vs} C Z". Sei INA gesiittigt.
Offenbar ist immer INA C Cone(A) N Z". Sei fiir die andere Inklusion v € Cone(A) N Z" gegeben.
Insbesondere ist v € Cone(A) N Q", weswegen es nach Lemma [4.5| Koeffizienten 4; € Q¢ gibt mit
v =37, v Ist k € Ny der Hauptnenner der Koeffizienten A;, so ist offenbar kv € INA. Da INA
gesittigt ist, folgt die Behauptung v € INA.

Sei fiir die andere Richtung INA = Cone(A) N Z". Wir geben uns k € IN>| und m € Z" vor mit
km € INA. Dann ist ki € Cone(A) N Z". Offenbar ist dann auch m = % - km € Cone(A). Da sowieso
m € Z." ist, folgt m € Cone(A) N Z"* = INA, das heilit INA ist gesittigt. O

Lemma 4.8. Es sei A € M endlich. Dann folgt
rank(ZA) = dim(span(A)) = dim(Cone(A)),
wobei rank(-) einem Gitter die Anzahl der Basiselemente zuweist.

Beweis Ohne Einschriankung sei auch hier M = Z". Wir zeigen zunichst die linke Gleichheit. Sei
{b1, ..., by} eine Gitterbasis von ZA (Die existiert nach Lemma @]) Wir wollen zeigen, dass es
auch eine Basis von span(A) ist. Man sieht leicht, dass {by, ..., by} den Raum span(A) erzeugt.

Wir zeigen nun die lineare Unabhingigkeit iiber R. Dazu schreiben wir b; = (bi.l), ces bg")). Wir
miissen zeigen, dass die einzige Losung des linearen Gleichungssystems

b By (x) (O
B o) ) o
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der Nullvektor ist. Da das System homogen ist, ist die Losungsmenge von der Form (uy41, . .., i)
mit nach Lemma E] rationalen Vektoren u;. Wiirde nun einer der Vektoren u; nicht verschwinden,
so konnten wir durch skalieren mit dem Hauptnenner seiner Eintrdge erreichen, dass ein ganzzah-
liger, nicht verschwindender Vektor das Gleichungssystem 16st. Das widerspricht aber der linearen
Unabhiingigkeit von {by,..., b} liber Z. Also verschwinden alle u;, womit gezeigt ist, dass die b;
auch iiber R linear unabhingig sind.

Wir zeigen nun die zweite Gleichheit. Dafiir kénnen wir sogar die Annahme A € M fallen lassen,
wenn wir das mochten. Zunéchst ist per Definition dim(Cone(A)) = dim(span(Cone(A))). Wir sind
also fertig, wenn wir span(A) = span(Cone(A)) zeigen konnen. Die Inklusion von links nach rechts
folgt daraus, dass der span(:)-Operator Inklusionen erhilt, und die von rechts nach links folgt aus
Cone(A) C span(A) und der Tatsache, dass der span(-)-Operator aulerdem idempotent ist. O

Lemma 4.9. Sei S C M ein gesdttigtes affines Monoid mit .S = M. Dann ist S = S, fiir einen strikt
konvexen rationalen Kegel o C NR.

Beweis Es sei A C S eine endliche erzeugende Menge von S, das heiit S = INA. Wegen n =
rank(M) = rank(ZS) = rank(ZA) folgt mit Lemma dim(Cone(A)) = n. Wir definieren o =
Cone(A)". o ist rational nach Lemma und auBerdem strikt konvex nach Proposition2.24] (iv),
denn der duale Kegel zu o ist nach dem Dualitédtstheorem gerade Cone(A) selbst. Wir miissen
noch § = S, zeigen. Das ist gleichbedeutend zu

INA = Cone(A) N M
und folgt, da S gesittigt ist, aus Lemma|4.7| O

Lemma 4.10 (Hilbert’s Nullstellensatz). Sei K ein Korper und A eine endlich erzeugte K-Algebra.
Dann folgt fiir jedes Primideal p C A:
p= ﬂ m,

m2p

wobei der Schnitt iiber alle maximalen Ideale m 2 p gebildet wird.
Beweis Siehe [Wed, Theorem 1.7]. O

Proposition 4.11. Es sei T — V eine affine torische Varietit. Der Morphismus komme von einem
k-Algebrenhomomorphismus ¢ . C[V] — C[M], wobei C[V] den Koordinatenring von V bezeichnet.
Dann ist ¢ injektiv und ein Isomorphismus auf C[S] fiir ein affines Monoid S C M. Weiter gilt
7S =M.

Beweis Wir miissen ¢~'(0) = (0) zeigen. Offenbar ist ¢~ (0) C ¢! (m) fiir jedes maximale Ideal m €
T und folglich “¢(T) € V(¢~1(0)). Ersteres liegt offen und dicht in V und letzteres ist abgeschlossen.
Also folgt V(¢~1(0)) = V und damit

¢ c [ m=0
meV
nach dem hilbertschen Nullstellensatz Das zeigt die Injektivitit.

Wir definieren nun S = {m € M | ¥ € ¢(C[V])}. Offenbar ist S ein Monoid und C[S] C ¢(C[V]).
Die Gleichheit zu zeigen ist ein nichttriviales Unterfangen, das es erfordert eine Charaktertheorie
algebraischer Tori (in der Kategorie der Privarietdten) zu entwickeln. Ein Beweis kann gefunden
werden in [Sch, Theorem 1.1.17].

Wir zeigen noch, dass S endlich erzeugt ist: Da C[V] Koordinatenring einer affinen Varietit ist,
gibt es Elemente fi,..., fy € C[V] mit C[V] = C[fi,..., fil. Es folgt C[S] = Cle(f1),...,o(fi)].
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Jedes der Polynome ¢(f;) ldsst sich nun in endlich viele Monome y" mit m € S zerlegen, wodurch
sich eine Darstellung C[S] = C[y™,...,x"™] mit s > k finden ldsst. Dann folgt aber unmittelbar
S = IN{my,...,my}, das heillt S ist endlich erzeugt und damit affin. Ein Beweis der Behauptung
7S = M findet sich in [Schl Proposition 1.1.14] O

Die Proposition bedeutet, dass wir uns bei der Beschreibung affiner torischer Varietiten 7 — V
auf den Fall beschrinken konnen, dass V = Specm (C[S ]) mit einem affinen Monoid S C M, welches
M erzeugt und so, dass T — V von der Inklusion C[S] — C[M] induziert wird. Wir wollen zeigen,
dass fiir normales V tatsdchlich S = S fiir einen Kegel o C N ist.

Lemma 4.12. Es sei X eine Prdvarietdt, Y eine separierte Pravarietit und f,g : X — Y Morphismen,
die auf einer dichten Teilmenge von X iibereinstimmen. Dann ist f = g.

Beweis Es sei A die Menge der Elemente von X, auf denen f und g den gleichen Wert annehmen. Wir
miissen A = X zeigen. Da A dicht ist, geniigt es zu sehen, dass A abgeschlossen ist. Wir betrachten
den von der universellen Eigenschaft des Produkts Y X Y induzierten Morphismus [f, g] : X — Y XY,
x = (f(x),g(x)). Sei A C Y x Y die Diagonale. A ist aufgrund der Separiertheit von Y abgeschlossen,
und damit auch A = [f, g]"'(A). O

Proposition 4.13. Es sei T — V eine normale affine torische Varietit. Dann ist V = U, fiir einen
strikt konvexen rationalen Kegel o C NR.

Beweis Nach Proposition 4.11]ist ohne Einschrinkung V = Specm (C[S]) fiir ein affines Monoid
S € M mit ZS = M. Wir miissen unter anderem zeigen, dass es einen strikt konvexen rationalen
Kegel o C Ng gibt mit S, = §. Nach Lemma [4.9 geniigt es dazu zu zeigen, dass S gesiittigt ist.
Seialsom € M,k > 1 und km € S. x™ ist als Element des Koordinatenrings C[M] eine regulire
Funktion auf 7. Da T C V offen ist, ist also ™ eine rationale Funktion auf V, also Element des
Quotientenkorpers Quot(C[S]) (Siehe auch [Har, Theorem 3.2d]). Da " auBerdem Nullstelle des
normierten Polynoms Xk - ka € C[S][X] ist, ist es ganz iiber C[S]. Nun ist wegen der Normalitét
von V der Ring C[S ] nach Proposition[A.9]und[A.10]ein ganzabgeschlossener Integrititsring. Folglich
ist Y™ € C[S], was sofort m € § impliziert, das heifit S ist gesittigt.

Um zu zeigen, dass die Gleichheit V = U, (die wir bisher nur in der Kategorie der Prévarietiten
gezeigt haben) auch eine Gleichheit torischer Varietdten ist, miissen wir zeigen: Es gibt nur eine
einzige Wirkung von T auf U,, die die Wirkung von 7" auf sich selbst fortsetzt. Nun ist 7" aber eine
offene Teilmenge der irreduziblen Varietit U, und damit dicht, also ist 7 X T eine dichte Teilmenge
von T X U,. Eine Wirkung von T auf U, ist ein Morphismus T X U, — U,, der auf der dichten
Teilmenge T x T bereits festgelegt ist. Zusammen mit der Separiertheit von U, die fiir jede affine
Varietiit erfiillt ist, und Lemma [{.12|folgt die Behauptung. i

4.3 Orbits, Seiten und offene Immersionen

Wir formulieren hier die wichtigsten Aussagen iiber Torusorbits, die wir benédtigen. Sei dazu T — Xy
die torische Varietit eines Fichers X in Ng. Per Definition gibt es eine Gruppenwirkung 7 X Xy — X5
von T auf Xy. Wie bei jeder Gruppenwirkung zerfillt X5 disjunkt in Orbits, also Teilmengen, die
sich jeweils als Translate eines einzelnen Elements aus Xs realisieren lassen. Wir werden die Orbit-
Kegel-Korrespondenz formulieren, ohne die genaue Konstruktion anzugeben. Sie bringt Kegel in X
mit Orbits in X5 in Verbindung. Genauer gilt:

Proposition 4.14. Sei X5 die torische Varietdt des Fcichers X. Dann folgt:
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(i) Es gibt eine Bijektion
{Kegel in £} — {Orbits der Gruppenwirkung T X Xs — Xz}
o 0(0)
(ii) Jede affine offene Teilmenge U ist die Vereinigung von Orbits

Us = U O(T)

=0

(iii) Esist T < o genau dann wenn O(o) C O(1) und es gilt

o =|_Jow)

=0

(iv) Wir definieren p(o) = C{xy" | m € S \ (o N M)). Dann ist p(c-) ein Primideal in C[S ], und
der von der Quotientenabbildung induzierte Morphismus Specm (C[S ,1/p(0)) — U, ist eine
Bijektion auf O(o)

Beweis Siehe [Sch, Theorem 3.2.6]. O

Man beachte, dass diese Proposition natiirlich insbesondere fiir Ficher der Form X = Z(0) aus
Proposition [3.7janwendbar sind, wodurch wir eine Korrespondenz zwischen Seiten von o~ und Orbits
in U, erhalten, auch wenn U, nicht eingebettet ist in eine groBere torische Varietit.

Proposition 4.15. Es seien T C o Kegel in Nr, wobei nicht notwendig T eine Seite von o ist. Dann
induziert die Inklusion T C o einen Morphismus g : Uy — Uy, der invariant unter der Toruswirkung
ist, das heifst es ist g(t -u) =t - g(u) fiirt € T und u € U,.

Beweis Wir erhalten wie im Fall, dass 7 eine Seite von o ist, eine Inklusion S, — S, die einen C-
Algebrenhomomorphismus C[S ] — C[S ;] induziert, und die Invarianz unter der Toruswirkung er-
gibt sich wieder unmittelbar aus der Kommutativitit des entsprechenden Diagramms von C-Algebren.
O

Die Beweisidee des folgenden Lemmas und der nachfolgenden Proposition stammt aus [[Odal
Chap. 1.5.4].

Lemma 4.16. Seien 7 C o zwei Kegel, sodass T in keiner echten Seite von o enthalten ist. Dann gilt:
(i) TN Relint(o) + 0
(ii) CI[S 1p(0) ist ein echtes Ideal in C[S ;]

Beweis

(i) Esseit = Cone(vy,...,vy)und n := 3.7 | v;. Wir behaupten n € Relint(c).

Angenommen nicht. Dann gibt es wegen Proposition (ii) eine echte Seite 7/ < o mitn € 7’.
Zu 7’ existiert ein u € o mit T’ = o~ N ut. Wir erhalten

0=(n) =) v
i=1

Wegen u € 0" und 7 C o ist (u,v;) = 0 und folglich sogar (u,v;) = 0 fiir alle i. Man folgert
hieraus leicht 7 C 7/, im Widerspruch dazu, dass 7 in keiner echten Seite von o~ enthalten ist. O
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(i) Wir miissen zeigen, dass 1 ¢ C[S;]p(c). Man fiihrt das leicht darauf zuriick, dass fiir Y €
C[S;] und )(m, € p(o) das Produkt )(’"*m, nicht 1 ist. Aquivalent ist zu zeigen, dass fiir m € S,
und m’ € S\ (ot NM) gilt: m+m’ # 0. Wir fixieren uns ein nach (i) existentes n € TNRelint(c).
Wir bemerken, dass dann nach dem Beweis von Proposition (1) o” N nt die kleinste Seite
von ¢ ist, also nach (iii) der gleichen Proposition gegeben ist durch c"Nn* = o"N(-0”) = .
Angenommen, es wire doch m + m’ = 0. Dann wire m’ = -m € S, N (=S;) € v+ C n*. Dann
wire m’ € 0" N nt = o+, im Widerspruch zur Annahme. o

Proposition 4.17. Es seien T C o zwei Kegel, sodass der induzierte Morphismus von Varietditen
U, — U, eine offene Einbettung ist. Dann ist T eine Seite von o.

Beweis Es sei o’ die kleinste Seite von o, die 7 enthélt. Da sich die Eigenschaft, eine offene Ein-
bettung zu sein, offenbar auf den Morphismus U, — U, iibertrdgt, konnen wir ohne Einschriankung
o = ¢’ annehmen und miissen 7 = o zeigen. Wir bemerken, dass 7 in keiner echten Seite von o
enthalten ist, sodass spiter Lemma .16 zum Einsatz kommen kann.

Wir identifizieren im folgenden U, mit seinem Bild in U,. Angenommen, wir kénnen U, = U,
zeigen. Das hitte C[S.] = C[S], also S; = S zur Folge. Da es nach dem Beweis von Gordan’s
Lemma Erzeuger von 77 bzw. o gibt, die S bzw. S, als Monoide erzeugen, folgte daraus
7" = 0" und damit o = (0)" = (r7)" = 7 und wir wiren fertig.

Wir zeigen zunichst, dass der Orbit O(o) bereits ganz in U, enthalten ist. Da U, nach Proposition
stabil unter der Toruswirkung ist, geniigt es O(o") N U, # 0 zu zeigen. Dazu betrachten wir das
(offenbar wohldefinierte) kommutative Diagramm

ClSs] CIS+]

CIS ¢1/p(0)) ————— CIS1/(C[S < ]p(0)).

Dies induziert umgekehrt ein kommutatives Diagramm von Varietiten

Uy U,

Speem (C[S ¢]/p(07)) =—————Specm (C[S ]/ (C[S]p(0))) .

Da der linke Pfeil nach Theorem§.14](iv) eine Bijektion auf O(c) ist, geniigt es —um O(c) N U # 0
zu sehen — zu zeigen, dass Specm (C[S;]/(C[S-]p(c))) # 0. Das folgt aber aus Lemma [{.16|(ii), da
C[S ;]p(o) ein echtes Ideal in C[S ;] ist.

Folglich haben wir O(c") C U, gezeigt. Sei nun O(7’) ein weiterer Orbit von U,-. Nach Theorem
(iii) ist O(o) C W, also nach dem eben gezeigten m N U, # (. Da U, offen ist, folgt nach
der Definition des topologischen Abschlusses: O(t") N\ U, # (. Wie oben folgt aufgrund der Invarianz
von U, unter der Toruswirkung schon O(7’) C U;,.

Nach Theorem @ (i1) liegt also jeder Orbit von U, bereits in U,, woraus sich unmittelbar
U, = U, ergibt. O
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4.4 Wesentliche Surjektivitit im allgemeinen Fall

In diesem Abschnitt skizzieren wir, dass jede normale, separierte torische Varietiit von einem Féacher
herriihrt. Dazu brauchen wir als Hilfsmittel eine weitere Topologie auf Xy, die analytische Topo-
logie. Dazu bemerken wir zunichst, dass jede affine torische Varietidt U, auf natiirliche Weise so
eine Topologie trigt: Die C-Algebra C[S] ist endlich erzeugt, weswegen es einen surjektiven C-
Algebrenhomomorphismus C[X1,...,X,] = C[S ] gibt. Es sei I der Kern dieses Homomorphismus.
Sei V(I) € C" die zugehorige algebraische Menge. Dann trigt V(1) nicht nur die Zariski-Topologie,
sondern auch die vom euklidischen Raum C" induzierte analytische Topologie. Uber die Bijektion
Uy = V(I) (Punkte in V() entsprechen maximalen Idealen von C[X1,...,X,]/I = C[S.]) ziehen
wir diese Topologie auf U, zuriick. Die Wohldefiniertheit dieser Topologie folgt daraus, dass Iso-
morphismen affiner Varietiten durch Polynomfunktionen gegeben sind, und solche Funktionen sind
stetige Funktionen C* — C* beziiglich der euklidischen Topologie. Die analytische Topologie auf
Xs erkldren wir nun so, dass eine Menge U C Xy offen heif3t, falls der Schnitt U N U, offen beziiglich
der analytischen Topologie in U, ist fiir jedes o € Z. Die X5 zugrundeliegende Menge zusammen
mit der analytischen Topologie bezeichnen wir als X3". Dieser topologische Raum ist hausdorffsch,
siehe [Sha, Chap. 7.1.1]. Fiir unsere Zwecke wichtig ist der Zusammenhang von Limiten sogenannter
1-Parameteruntergruppen und Kegeln in einem Ficher. Dazu eine weitere Definition:

Definition 4.18. Sei T ein Torus. Eine 1-Parameteruntergruppe (Abkiirzung: 1-PU) ist ein Morphis-
mus C* — T, der gleichzeitig ein Gruppenhomomorphismus ist.

Sei T = (C*)" = Speem (C[X1,...,Xulx,--x,) = Specm(C[Z"]) und a = (a1,...,a,) € Z".
Dann ist durch 2 : C* —» T, t — (t“,...,t%) eine 1-PU gegeben. Wir konnen 1-PUs punktweise
multiplizieren und erhalten die Rechenregel 191° = 19*%,

Ein Standardresultat ist, dass die Abbildung a +— A% ein Isomorphismus von Z" in die Gruppe
der 1-PUs ist. Diese Isomorphie iibertrdgt sich auf beliebige Tori, das heifit: Ist N unser Gitter mit
dualem Gitter M, dann ist die Gruppe der 1-PUs des Torus T = Specm (C[M]) auf natiirliche Weise
isomorph zu N. Siehe auch [Schl, Chap. 1.1], wo das Gitter N definiert wird als das Gitter von 1-PUs
eines algebraischen Torus.

In diesem Abschnitt sei ein Torus T mit Gitter von 1-PUs N fixiert.

Proposition 4.19. Sei o C NR ein Kegel und sei u € N. Wir fassen T als offene Teilmenge von U,
auf. Dann gilt:
u € o © lim A“(¢) existiert in US"

t—0

Beweis Siehe [Schl, Proposition 3.2.2]. O

Theorem 4.20 (Sumihiros Theorem). Sei T — X eine normale separierte torische Varietdit. Dann
gibt es eine affine offene Uberdeckung X = J;e; U;, sodass jedes U, invariant unter der Wirkung des
Torus T ist.

Beweis Siehe [Sum, Lemma 8]. O

Bemerkung 4.21. Die affinen offenen Teile U; sind dann selbst normale affine torische Varietdten mit
Torus T. Die Gruppenwirkung ist einfach die Wirkung 7' x U; — U, die durch Einschriankung der
auf X gegebenen Wirkung entsteht. Man beachte dabei: Fassen wir T als offene Teilmenge von X auf,
so hat T mit jedem U; nichtleeren Schnitt, da X irreduzibel ist. Wegen der Invarianz von U; unter der
Toruswirkung, und weil T offenbar surjektiv auf sich selbst wirkt (schreiben wir T = Ujgy, so wird
mit Proposition (i) ersichtlich, dass es nur einen Orbit der Wirkung von 7" auf sich selbst gibt),
ist bereits T C U;. Somit ist erklart, wie man die offene Immersion T — U; erhilt.
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Theorem 4.22. Zu jeder normalen separierten torischen Varietit T — X gibt es einen Fdcher ¥ mit
X = Xz.

Beweis Sei X eine normale separierte torische Varietit mit Torus 7 = Specm (C[M]). Nach Sumi-
hiros Theorem gibt es eine affine offene Uberdeckung X = | J,c; U; mit normalen affinen torischen
Varietiten U;. Da X quasikompakt ist, kann man annehmen, dass die Vereinigung endlich ist, also
X = U, U;. Nach Proposition ist jedes U; von der Form U, fiir einen Kegel o; € Ny und
so, dass die Inklusion Specm (C[M]) = T — U,, = Specm (C[S,]) einfach von der Inklusion
C[S +,] = C[M] herriihrt.

Nun ist Uy, N Ug, nach auch affin, au3erdem offenbar normal und zudem - wie man leicht
feststellt - ebenfalls torusinvariant. Es ist also eine normale affine torische Varietit und daher von
der Form U, N Us; = Us fiir einen Kegel 7 € Nr. Wir zeigen nun: 7 = 0 N o j. Dazu geniigt es,
7NN =o0;No;NN zu zeigen. Sei also u € N. Dann folgt mit Proposition #.19} u € 7 genau dann,
wenn lim,—,o 4"(¢) in U7" existiert. Wegen Uz" = Ug" N UZY, und weil die Topologie von X3" hausdorft
ist (Limiten sind dann eindeutig) ist das genau dann der Fall, wenn der Limes in U3" und UZ existiert,
also aufgrund der gleichen Proposition genau dann, wenn u € o und u € o ist, alsou € o N o”’.

Wir machen folgende Feststellung: Das folgende Diagramm

T —\
Ug, N Uy, — Uy,

l

Uy,

i

kommutiert offensichtlich, denn es besteht nur aus Inklusionen. Folglich kommutiert auch das Dia-

gramm
L] \

C[S:]=— C[SO']]

|

CIS &1

/

Also wird der Morphismus U, — U,, wieder von der Inklusion C[S,,] — C[S] induziert. Das
bedeutet nichts anderes, als dass er von der Einbettung 7 C o induziert wird. Zusammen damit,
dass er eine offene Einbettung ist, folgt mit Proposition T ist eine Seite von o; (und wegen der
Symmetrie auch von o). Die o erfiillen also die Schnittbedingung aus Proposition weswegen
wir den Ficher £ = X(07, ..., 0,) definieren konnen. Wir behaupten: X = X5. Dazu konstruieren wir
zueinander inverse Morphismen ¢ : X — X5 und ¢ : Xz — X: Sei V,,, die zu o; gehorige basisoffene
Menge in Xs. Dann gibt es einen Isomorphismus U,, — V,, — Xz, der auf den Koordinatenringen
die Identitét ist. Wir definieren ¢ : X — Xy als die Verklebung dieser Morphismen. Dass dies wohlde-
finiert ist, also auf den Schnitten ilibereinstimmit, liegt schlicht daran, dass der Morphismus U, — Uy,
fiir den Schnitt 7 = o, N o"j von der Einbettung C[S ;] — C[S.] induziert ist, also der Einbettung
V: — V,, entspricht.

Umgekehrt definieren wir ¢ folgendermalien: Fiir einen Kegel 7 € X sei o; ein Kegel mit 7 < o.
Wir definieren dann ¢ als die Verklebung der Morphismen V; — V,, — U, — X. Genauso wie
zuvor sehen wir die Wohldefiniertheit. Offenbar sind dann ¢ und ¢ invers zueinander, denn sie sind
es auf den offenen Teilmengen U, beziehungsweise V,,. Um zu sehen, dass dies ein Isomorphismus
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torischer Varietiten ist, miissen wir wieder einsehen, dass es auf Xy nur eine Wirkung des Torus T
geben kann, die die Wirkung TxXT — T fortsetzt. Das zeigt man aber ganz genauso wie in Proposition
4.13] o

4.5 Ausblick

Bisher ist in dieser Arbeit nicht mehr geschehen als die Konstruktion einer Kategoriendquivalenz
X : (FAN) — (TOV-NS). Folgende Frage ist naheliegend: Wie kann man diese Aquivalenz nutzen,
um torische Varietiten zu studieren? Oder priziser: Wenn eine normale separierte torische Varietét
X5 gegeben ist — wie kann man von kombinatorischen Daten des Fichers X auf geometrische Ei-
genschaften der Varietit Xy schlieBen? In dieser abschlieBenden Sektion werden wir ohne Beweise
zwei Theoreme zitieren, die sich mit solchen Fragen befassen. Dabei bleiben wir in der Kategorie der
Priévarietiten.

Definition 4.23 (Glatte und vollstindige Ficher). Sei o ein Kegel in Ny und (N, X) ein Fécher.

(i) o heilt glatt, wenn es ein Erzeugendensystem von o gibt, das eine Teilmenge einer Basis von
N bildet. Der Ficher (N, X) heif3t glatt, wenn jeder seiner Kegel glatt ist.

(i) Der Ficher (N, X) heil3t vollstindig, wenn sein Triager ganz Ny ist, das heilit | J s 00 = NR.
Definition 4.24 (Glatte und kompakte Varietiten). Sei o ein Kegel in N und (&, X) ein Fécher.

(1) EinPunkt p € U, heiBt glatt, wenn dimg(m,,/ mf,) ibereinstimmt mit der topologischen Dimen-
sion von U,. U, heiit glatt, wenn jeder Punkt von U, glatt ist und X5 heifit glatt, wenn jeder
affine offene Teil U, fiir T € X glatt ist.

(ii) Die torische Varietdt X5 heiBt kompakt, wenn der analytische Raum X3" kompakt ist.
Theorem 4.25. Sei Xs die torische Varietdit eines Fiichers X. Dann gilt:
(i) Xs ist genau dann glatt, wenn X glatt ist.
(ii) Xy ist genau dann kompakt, wenn (N, X) vollstdndig ist.
Beweis Siehe [Sch, Theorem 3.1.19]. O

Wir erinnern an die Definition der Fundamentalgruppe eines topologischen Raums X mit Basis-
punkt xo € X: Ihre unterliegende Menge ist die Menge der geschlossenen Kurven von xp nach xo,
wobei zwei solche Kurven identifiziert werden, wenn sie (bei festem Wert xo an den Randpunkten
des Definitionsbereichs) homotop sind. Die Verkniipfung ist die Konkatenation: Zwei geschlosse-
ne Kurven werden verkniipft, indem man sie mit doppelter Geschwindigkeit hintereinander ablduft.
Die Bezeichnung der so gewonnenen Fundamentalgruppe, einer wichtigen topologischen Invariante,
ist (X, xp). Fiir allgemeine Betrachtungen zur Fundamentalgruppe verweisen wir auf [Zie, Kapitel
I1.5]. Die Fundamentalgruppe einer torischen Varietit besitzt eine besonders einfache Beschreibung:

Theorem 4.26. Sei (N,X) ein Fiicher und Ns das Untergitter von N, das von (g ez o) N N aufge-
spannt wird. Dann folgt fiir einen beliebigen Basispunkt xo € X3": m; (Xg", xo) = N/Ns.

Beweis Siehe [Sch, Theorem 12.1.10]. O

Selbstverstindlich gibt es viele weitere Anwendungen der Kategorienidquivalenz, die sich bei-
spielsweise mit der Frage beschiftigen, wie man die Struktur der Divisoren auf einer torischen Va-
rietdt mit Hilfe des Fichers beschreiben kann, siehe [Schi Chap. 4]. Wir lassen es aber mit den bishe-
rigen Ergebnissen bewenden und beschlielen diese Arbeit mit einem Beispiel:
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Beispiel 4.27. Der projektive Raum Py, ist glatt, kompakt und hat triviale Fundamentalgruppe.

Beweis Die vorangegangenen Theoreme zeigen, dass wir nur einsehen miissen, dass der Ficher X =
X(o9,...,0,) aus Beispiel glatt und vollstindig ist. Zur Glattheit: Wir miissen zeigen, dass
jeder der Kegel o; = Cone(vj, j # i) glatt ist. Fiir o9 = Cone(ey,...,e,) ist das klar, weil die
erzeugende Menge offenbar eine Basis von Z" ist. Aufgrund der Symmetrie brauchen wir nur noch
o, = Cone(—e; — -+ — ey, €1,...,e,—1) ZU betrachten. Aber dieses Erzeugendensystem ist auch eine
Basis von Z/"*, denn ist fiir gegebene by, ..., b, € Z eine Gleichung

ajey +---+ap_1e,-1 +ay(—ey — - —ey) =bre; + -+ bue,

zu losen, so ist die eindeutige Losung offenbar gegeben durch a, = —b, und a; = b; — b, fiir i < n.
Das zeigt, dass X glatt ist.

Nun zur Vollstindigkeit: Wir miissen zeigen, dass es zu gegebenem b = bie; + --- + bye, € R"
(b; € R) ein i gibt mit b € o;. Ist b; > O fiir alle i, dann ist b € oy. Gibt es aber ein i mit b; < 0, so sei
J so gewihlt, dass b; am kleinsten ist. Dann ist

b=(by —bj)es + -+ (by—bj)ey + (=bj)(—e) — -+ —€,) € T .

Das zeigt die Vollstindigkeit. O
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Anhang A

Grundlagen der algebraischen Geometrie

A.1 Grundlagen der Schematheorie

Wir wiederholen hier die grundlegenden Bezeichnungen und Ergebnisse aus der Schematheorie, die
wir verwenden werden.

Sei A eine kommutative k-Algebra. Zu dieser kann man ein affines Schema Spec (A) assoziieren:
dies steht sowohl fiir den topologischen Raum Spec (A), als auch fiir das Schema (Spec (A) , Ospec(a))
mit der dazugehdrigen Strukturgarbe Ospec(a)-

Fiir den Fall, dass A ein Integritétsring ist, ist das Schema Spec (A) integer und als solches ins-
besondere irreduzibel (das heift es ist als topologischer Raum irreduzibel) und reduziert (das heif3t
jeder Ring Ospec(a)(U) ist reduziert) (siehe [Har, Example 3.0.1, Proposition 3.1]).

Die folgende Proposition enthélt wichtige Vertrdglichkeiten des Faserprodukts, die wir in dieser
Arbeit hdufig verwenden:

Proposition A.1. Es seien X und Y zwei S-Schemata und U C U C X, V' C V C Y offene Teil-
mengen. Es bezeichnen py : X Xg Y — X und py : X Xs Y — Y die beiden Projektionen. Dann
gilt:

(i) pl_l(U) N p, Y(V), zusammen mit den Einschrinkungen der Projektionen py, ps, ist das Faser-
produkt U Xs V. Dabei sind die Strukturmorphismen U,V — S die Einschrinkungen der Struk-
turmorphismen von X und Y nach S. O

(ii) Es seieni: U — U, j: V' — V die Inklusionen. Dann stimmt der kanonische Morphismus
iXg j: U Xs V' — UxXg Viiberein mit der Inklusion pl_l(U’)ﬂpgl(V’) - p]‘l(U)ﬂpgl(V). O

Wir benétigen auBerdem mehr Flexibilitdt im Umgang mit Gruppenschemata. Eine mdgliche
Quelle hierfiir ist [Stal, Tag 022L]. Sei dazu G ein Gruppenschema iiber S . Fiir jedes Schema V iiber §
bezeichnen wir das neutrale Element von G(V) mit ey. Offenbar ist die Menge S (V) = Mors(V,S) =
{*} einelementig. Es bezeichne e(V) : S(V) — G(V) die Abbildung * — ey. Dies ist funktoriell in
V,dennist f : V — V’ ein Morphismus iiber S, dann ist f* : G(V’) — G(V) ein Gruppenhomomor-
phismus, erfiillt also insbesondere f*(eys) = ey. Aufgrund der Yoneda-Einbettung erhalten wir einen
Morphismus e : S — G iiber S. Mit diesen Bezeichnungen konnen wir eine Charakterisierung von
Wirkungen von G auf einem S -Schema X angeben:

Proposition A.2. Sei G ein Gruppenschema iiber S mit Multiplikation m : G Xs G — G und X ein
Schema iiber S. Fiir einen S -Morphismus a : G Xs X — X sind dquivalent:

(i) a ist eine Wirkung von G auf X im Sinne von Definition[[.13]


http://stacks.math.columbia.edu/tag/022L

Leon Lang A.l. GRUNDLAGEN DER SCHEMATHEORIE

(ii) Die folgenden beiden Diagramme sind kommutativ:

G x5 (G x5 X) 2% G xg X Gxs X —4=X
(Gxs G)xs X a exid >
mxidl
Gxs X 4 X S xg X o

Wir brauchen auch eine weitere Charakterisierung von Morphismen von Gruppenschemata:

Proposition A.3. Es seien (G, m), (G',m") Gruppenschemata iiber S. Ein Morphismus ¢ : G — G’ ist
genau dann ein Morphismus von Gruppenschemata im Sinne von Definition wenn das folgende

Diagramm kommutiert:

GxsG—22 _G'xs G

ml l’"

G G’

O

Proposition A.4. Es sei X ein Schema mit einer offenen, affinen Uberdeckung X = |J;e; U; mit
folgenden Eigenschaften:

(i) I+0

(ii) U; ist integer fiir jedes i
(iii) U;NU; # 0 fiiralle i, j € 1
Dann ist auch X integer.

Beweis Siche [Sta, Tag 010]J]. O

Wir werden hier kurz die Existenz von Verklebungen von Schemata besprechen. Alle Aussagen
sind analog fiir Varietéiten oder topologische Riume korrekt, indem man Morphismen von Schemata
durch Morphismen von Varietiten beziehungsweise stetige Abbildungen ersetzt.

Proposition A.5. Sei (U, )qcn eine Familie von Schemata. Ferner seien fiir jedes Tupel (a, B) € AXA
offene Teilmengen Upg, € U, und Uasg C Up (zusammen mit der induzierten Unterschemastruktur)
und Isomorphismen gg, : Uy — Uqyp gegeben, derart dass fiir alle o, 3,y € A gilt:

(i) Upa = Uy und 8aa = idUa
(ii) 8op = &pa

(iii) gpa(Upa N Uye) = Ugp N Uyp. Folglich ist gy auf ggo(Ugy N U,y definiert; es wird zusditzlich
gefordert:

(iv) &y © &pa = &ya attf Upy N Uya.

Dann existiert ein Schema X zusammen mit einer offenen Uberdeckung (Vy)qesn und Isomorphismen
von Schemata , : Uy, — Vg, sodass fiir alle a, 8,y € A gilt:
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(i) '//Q(Uﬁa) =VeN Vﬁ = ‘/’,B(Uaﬂ)
(ii) Yo = 'ﬁﬁ © 8Ba auf Uﬁa

Beweis In [Har, Ex. 2.3.5] wird der Schemafall fiir den Fall zweier Schemata ausgearbeitet. In [Sch),
p- 96-97] geht es um das Verkleben von Varietiten. Das schlieBt den Fall fiir topologische Raume
konstruktionstechnisch mit ein. Siehe auch [Stal, Tag 01JA] fiir das Verkleben beliebiger geringter
Réume. O

Beispiel A.6. Sei R ein Ring. Dann ist der n-dimensionale projektive Raum iiber R gegeben durch
P% = Proj(R[Xo, . .., Xu]). Dieser besitzt aber auch eine Definition als Verklebung affiner Schemata:

Sei I = {0,...,n} und U; = Spec (R %%’;— ) Wir definieren U;; C U; durch Uj; =

D (%) fiir i # jund U;; = U;. Wir fassen alle Ringe als Unterringe des Rings R(Xp, ..., X,,) auf. Die
offene Immersion

Xo X, X,
Spec|R|—=,...,=,..., = — Uj;
Xi Xl Xi X
Xj
. . Q. X . .
induziert dann wegen R %, el &, e, %]X =R [fTO’ e T, %] einen Verklebemorphismus
i i i 7/ J J J %

gji : Uji — U, ;. Beziiglich diesen verklebén wir die U; zu einem Sc]hema. Siehe [Wed, Example
13.6] um zu sehen, dass dies wieder der projektive Raum ist.

Fiir das Studium des Funktors brauchen wir auerdem noch die Definitionen und einfache Eigen-
schaften von Normalitédt und Separiertheit eines Schemas.

Definition A.7 (Normale Ringe und Schemata). Ein Ring A heifit normal, wenn jeder lokale Ring A,
ein ganzabgeschlossener Integritétsring ist. Ein Schema (X, Ox) heifit normal, wenn jeder lokale Ring
Oy ein ganzabgeschlossener Integrititsring ist.

Beispiel A.8. Jeder faktorielle Ring R ist ein ganzabgeschlossener Integrititsring und damit nach der
gleich folgenden Proposition[A.T0Jauch normal. Insbesondere trifft das auf Polynomringe k[X1, ..., X,]
zu.

Beweis Fiir den Fall R = Z findet sich ein Beweis in [Macl, Ex. 5.0]. Dieser Beweis lisst sich iden-
tisch fiir beliebige faktorielle Ringe durchfiihren. ]

Proposition A.9. Ein affines Schema Spec (A) ist genau dann normal, wenn A normal ist. Allgemeiner
gilt: Ist X ein Schema mit affiner offener Uberdeckung X = |Jic; Spec(A;), so ist X genau dann
normal, wenn jeder der Ringe A; normal ist.

Beweis Das folgt unmittelbar aus A, = Ospec(a),p fiir jedes Primideal p C A, siehe [Har, Proposition
2.2], und der Tatsache, dass Keime invariant unter Ubergang zu kleineren offenen Mengen sind. O

Proposition A.10. Sei A ein Integritdtsring. Ist A ganzabgeschlossen, dann ist auch jede Lokalisie-
rung ST'A an einer multiplikativen Menge S mit 0 ¢ S ein ganzabgeschlossener Integritiitsring.
Insbesondere ist A normal. Ist umgekehrt A normal, so ist A ganzabgeschlossen.

Beweis Siehe [Sta, Tag 00GY] fiir die erste Behauptung und [Macl Proposition 5.13] fiir die zweite.
O

Korollar A.11. Es sei X = |J;¢; Spec (A;) eine affine offene Uberdeckung des Schemas X. Ist jeder
der Ringe A; ein ganzabgeschlossener Integritditsring, dann ist X normal. O
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Proposition A.12. Es sei R ein Integritditsring, aufgefasst als Unterring seines Quotientenkorpers K.
Es seien (Aj)ier Unterringe von R, die alle ganzabgeschlossen sind. Dann ist auch (;c; A; ganzabge-
schlossen.

Beweis Wir konnen die Quotientenkorper all der Ringe A; und ();¢; A; als Teilkorper von K auffassen.
Ist nun ein Element x € Quot((,¢; A;) ganz iiber (";c; A;, dann ist es auch ganz liber jedem A ;. Wegen
Quot(M;e; Ai) € Quot(A;) folgt zusammen mit der Ganzabgeschlossenheit von A; aber x € A}, also
X € () jer Aj. Somit ist dieser Schnitt ganzabgeschlossen. O

Definition A.13 (Separiertheit). Es sei X — S ein Schema iiber S. Dann heilit X separiert iiber S,
wenn der vom Faserprodukt induzierte Diagonalenmorphismus Ax/s : X — X Xg X eine abgeschlos-
sene Immersion ist. Aquivalent dazu ist, dass Ay,s abgeschlossenes Bild hat.

A.2 Grundlagen in der Theorie der Privarietiten

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper:
Definition A.14 (Raum mit Funktionen, deren Morphismen).

(i) Sei X ein topologischer Raum. Wir definieren die Garbe Map(:, k) durch Map(U, k) = {f : U —
k| f ist Funktion}. Ein Raum mit Funktionen iiber k ist ein geringter Raum (X, Oyx), sodass Ox
eine Untergarbe von Map(-, k) ist und sodass Ox(U) eine k-Unteralgebra von Map(U, k) ist fiir
jedes U.

(i1) Ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen X, Y ist eine stetige Abbildung f : X — Y, sodass
fiir alle V C Y offen und alle g € Oy(V) gilt: g o fl-1(y) € Ox(f~1(V)).

Irreduzible algebraische Mengen sind zusammen mit ihren regulidren Funktionen offenbar Raume
mit Funktionen. Wir definieren Privarietiten als irreduzible Rdume mit Funktionen, die lokal ausse-
hen wie irreduzible algebraische Mengen:

Definition A.15 (Affine Varietit, Pravarietit, deren Morphismen).

(i) Eine affine Varietdt ist ein Raum mit Funktionen, der als solcher isomorph ist zu einer irredu-
ziblen algebraischen Menge.

(ii) Eine Privarietiit ist ein irreduzibler Raum mit Funktionen (X, Ox), zu dem es eine endliche
offene Uberdeckung X = UL, U; gibt, sodass (U;, Ox|y,) eine affine Varietit ist.

(iii) Ein Morphismus von Privarietdten ist ein Morphismus von Rdumen mit Funktionen.

Man beachte, dass jede Privarietit quasikompakt ist, denn jede affine Varietét hat bekanntermafen
diese Eigenschaft und endliche Vereinigungen quasikompakter Mengen sind wieder quasikompakt.

Theorem A.16. Es gibt eine Kategoriendquivalenz zwischen der Kategorie der integren Schemata
von endlichem Typ iiber k und der Kategorie der Privarietditen.

Beweis Wir geben hier hauptsichlich die Konstruktion dieses Funktors an und verweisen fiir die
Details des Beweises auf [Wed, Chap. 3, Prevarieties as Schemes]. Sei (X, Ox) ein integres Schema
vom endlichen Typ iiber k. Sei X(k) die Menge der abgeschlossenen Punkte von X zusammen mit
der induzierten Topologie. Es sei @ : X(k) — X die Inklusion. Diese ist per Definition der Topologie
auf X(k) stetig, also wird X(k) zum geringten Raum mit Strukturgarbe Ox) = @~ 10x. Wir miissen
diese Garbe als Garbe von Funktionen auffassen, um eine Prévarietit zu erhalten. Der Teilraum X (k)
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ist sehr dicht in X, das heif3t die Abbildung U — U N X(k) ist eine Bijektion von der Topologie von X
in die Topologie von X(k). Man folgert daraus leicht, dass U die kleinste offene Menge von X ist, die
U N X (k) enthilt. Per Definition von Ox) (U N X(k)) als direktem Limes iiber alle Ox(V) mit offenem
V C X, das U N X (k) enthilt, erhdlt man also:

Ox(U N X(k)) = Ox(V).

Sei ng fiir x e UNX(k) die Hintereinanderausfiihrung der natiirlichen Abbildungen Ox(U) — Ox, —
k(x) = k. Wir definieren dann den Funktionswert von f € Oxu)(U N X(k)) in dem Punkt x als
f(x) = ﬂ)lcj( f). Man kann zeigen, dass (X(k), Ox)) mit dieser Definition zur Préivarietit wird. Somit
haben wir die Objektabbildung des Funktors also mittels (X, Ox) — (X(k), Ox)) erklirt.

Nun zu den Morphismen: sind X und Y integre Schemata vom endlichen Typ iiber k& und ist
f + X — Y ein Morphismus von Schemata iiber &, so ist die Einschrinkung f| : X(k) — Y(k)
wohldefiniert. Fiir U N Y(k) offen in Y (k) ist f|"'(U N Y(k)) = f~1(U) N X(k), weswegen es zu zeigen
gilt, dass das Zuriickziehen von Funktionen

Oy(U) — Ox(f~1(U))

wohldefiniert ist. Hier haben wir aber bereits eine wohldefinierte Abbildung, nimlich f#, und man
zeigt von dieser leicht, dass sie wirklich Funktionen zuriickzieht. Damit ist die Morphismenabbildung
erkldart. Man kann nun zeigen, dass dies tatsichlich eine Kategoriendquivalenz ist, beispielsweise
indem man einen quasiinversen Funktor angibt. O

In der Kategorie der Prévarietdten gibt es endliche Produkte, und sie stimmen iiber die obige
Kategoriendquivalenz liberein mit Faserprodukten von integren Schemata iiber &, siehe [Wed, p. 103f].
Wir konnen Separiertheit daher auch fiir Privarietiiten definieren:

Definition A.17 (Separiertheit von Prévarietiten). Eine Prévarietit X heiBt separiert, wenn der Dia-
gonalmorphismus A : X — X X X (induziert vom Diagonalenmorphismus des zugehorigen integren
Schemas iiber k) abgeschlossenes Bild hat.

Definition A.18 (Normale Privarietit). Eine Priavarietit X heifit normal, wenn jeder lokale Ring Ox
normal ist.

Definition A.19 (Offene Immersion). Ein Morphismus X — Y zwischen Privarietiten heilit offene
Immersion, wenn er einen Isomorphismus X — U induziert fiir eine offene Teilmenge U C Y.

Proposition A.20. Sei X ein integres Schema von endlichem Typ iiber k. Dann gilt:
(i) Ist X separiert, so ist auch X(k) separiert.
(ii) Ist X normal, dann ist auch X(k) normal.
(iii) Ist f : X — Y eine offene Immersion, dann ist auch f| : X(k) — Y (k) eine offene Immersion.

(iv) Wir nehmen an, dass X(k) eine affine offene Uberdeckung X = |J; Spec (A;) (k) besitzt, wo-
bei zusdtzlich gilt, dass der Schnitt zweier solcher Teilmengen wieder affin ist: Spec (A;) (k) N
Spec(A;) (k) = Spec (Ai) (k). Es sei i j : Spec(Ai) (k) — Spec (A,) (k) der jeweilige Inklusi-
onsmorphismus. Dann gilt:

X wird affin iiberdeckt durch die Spec (A;) und auch hier sind die Schnitte wieder affin und
durch die gleichen Ringe gegeben: Spec (A;) N Spec (A j) = Spec (Al-, j). Zusditzlich ist der Inklu-

sionsmorphismus Spec (A,-, j) — Spec (A j) vom selben k-Algebrenhomomorphismus A; — A; ;
induziert wie ¢; ;.
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Beweis Siche [Bral und [Murl] O

Lemma A.21. Sei X eine separierte Privarietdit und U,V C X affin, offen, dann ist auch U NV C X

affin.

Beweis Das Diagramm
unv

XxX——X

|

X

induziert den Pfeil U NV — X x X, der offenbar ein Isomorphismus auf A(X) N (U x V) ist. Da U und
V affin sind, ist es auch U X V. A(X) ist abgeschlossen, also ist A(X) N (U x V) als abgeschlossene
Teilmenge einer affinen Varietiit zumindest wieder algebraisch. Da aber U und V irreduzibel ist, ist
auch der Schnitt U N V irreduzibel, also ist er eine affine Varietit. O
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