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1 Anzahl von Singularititen

Im letzten Vortrag wurde der Satz von Bézout bewiesen, der den Grad zweier algebraischer
Kurven in Verbindung mit der Gesamtzahl ihrer Schnittpunkte (mit Vielfachheiten gerech-
net) bringt. Diesen Satz wollen wir nun anwenden, um herauszufinden, wie viele Singula-
ritdten eine irreduzible Kurve maximal haben kann. Sei dazu F eine irreduzible Kurve vom
Grad n (in der gesamten Ausarbeitung sind alle Kurven, sofern keine anderen Annahmen ge-
macht werden, eben und projektiv). Ohne Einschrinkung sei Fx # 0, sonst nummerieren wir
einfach die Variablen um. Beachte, dass immer mindestens eine der partiellen Ableitungen
nicht verschwindet, siehe [Ful] (S. 54, Aufgabe 5.8).

Lemma 1.1 Es ist ), pep2 mp(F)(mp(F) — 1) < n(n —1).

Beweis Da Fy nicht verschwindet, ist es vom Grad n — 1. Da F irreduzibel ist, ist F'y damit
teilerfremd zu F. Nach Korollar 1 zum Satz von Bézout hat man daher

2, mA(E)mp(Fy) < n(n = 1)

PelP?
Wir sind also fertig, wenn wir mp(Fx) > mp(F) — 1 nachweisen konnen. Da die Vielfach-
heit einer Kurve in einem Punkt bei einem projektiven Koordinatenwechsel invariant bleibt,
konnen wir ohne Einschrinkung P = [0 : O : 1] annehmen. Dann ist m o), (F.) = mp(F) und
m(o’o)((Fx)*) = mP(Fx), und es fOlgt mit 7 := m(o’o)(F*) = I’I’LP(F):

F*(Xa Y) = arFr(X’ Y) + ar+1Fr+1(X7 Y) +.. T+ anFn(X’ Y)

mit a; € k, a, # 0 und F; homogen vom Grad j. Offenbar kann dann aber (Fx). = (F.)x
keinen nichtverschwindenden homogenen Summanden von geringerem Grad als » — 1 haben
und es folgt mp(Fy) = mo(F.)x) 2 r—1=mqo(F.) =1 =mp(F)— 1. o

Korollar 1.2 Bezeichnet F;,, die singuldiren Punkte auf der irreduziblen Kurve F, d.h. die-

. . . . . . . . —1
Jenigen Punkte mit Vielfachheit grifier eins, so ist #F,, < "("2 ),

Beweis Esist P € F,, genau dann, wenn mp(F) > 2, also genau dann, wenn mp(F)(mp(F)—
1) > 2. Daher folgt aus dem Lemma

nin—1)

1
#Fang <5 D mp(F)mp(F) = 1) <

PEFsing



Wir haben also eine erste einfache Abschitzung fiir die Anzahl der Singulariiten einer ir-
reduziblen Kurve. Um ein Beispiel zu geben und ein Gefiihl dafiir zu bekommen, ob diese
Abschitzung scharf ist, wollen wir nun die irreduziblen projektiven Kurven vom Grad 2
klassifizieren. Dabei nennen wir zwei Kurven dquivalent, wenn sie durch einen projektiven
Koordinatenwechsel ineinander iiberfiihrbar sind. Dies ist ein sinnvoller Aquivalenzbegrift,
weil dabei alle lokalen Eigenschaften der Kurve erhalten bleiben (siche Ende von §4.2 in
[Ful]).

Beispiel Bis auf Aquivalenz gibt es nur eine irreduzible Kurve vom Grad 2, und zwar YZ =
X2, die (projektive) Normalparabel. Sie ist nichtsinguliir und erfiillt daher

Z mp(F)mp(F)-1)=0<2=22-1)

PeP?
Die Abschitzung aus Lemma 1.1 und Korollar 1.2 scheint also verbessert werden zu knnen.

Beweis Sei F eine irreduzible Kurve vom Grad 2. Es ist zu zeigen, dass es einen projektiven
Koordinatenwechsel T = (T}, T», T3) : P> — P? gibt mit F” := F(T,,T»,T3) = YZ - X>.
Zunichst folgt aus Korollar 1.2, dass F maximal eine Singularitét hat. Da F unendlich viele
Punkte enthiilt, gibt es also einen Punkt P € F mit mp(F) = 1. Sei L die Tangente von F an P.
Da es einen projektiven Koordinatenwechsel T mit 7([0 : 1 : 0]) = P und L” = Z gibt (sieche
[Ful] (S.48, Aufgabe 4.13)), konnen wir ohne Einschrankung annehmen, dass P = [0 : 1 : 0]
und dass L = Z die Tangente von F an P ist.

Wir schreiben nun

F =aYZ - bX? — cXZ —dZ* + eXY + fY* ; a,b,c,d,e,f €k

Wir zeigen zunédchste = f = Ound a, b # 0:
Esist0=F(P)=F({0:1:0])=f-1%>= f,also f = 0.
Nach [Ful] (S.54, Aufgabe 5.4) ist die (eindeutige) Tangente von F an P durch das Polynom
Fx(P)X + Fy(P)Y + Fz(P)Z gegeben. Sie ist aber auch durch Z definiert, also ist Fx(P) =
Fy(P)=0.Esist Fxy = —2bX — ¢Z + eY und somit 0 = Fx(P) = e.
Es folgt

F =aYZ - bX* — cXZ - dZ*

und die Dehomogenisierung bzgl. Y lautet
F.,=aZ - bX* - cXZ - dZ*

Wire nun a = 0, dann wire mp(F) = m)(F.) = 2, im Widerspruch zu den Vorausset-
zungen. Also ist a # 0. Wire b = 0, so wire F' = Z(aY — ¢X — dZ) reduzibel — aber F ist
irreduzibel. Somit ist auch b # 0.

Ausgeriistet mit diesem Wissen iliber F' suchen wir jetzt einen projektiven Koordinatenwech-
sel T mit FT = YZ — X*> — ¢’XZ — d’'Z*. Man iiberzeugt sich davon, dass T = (T, T», T3) mit
T, = \/lEX, T, = 1Y und T; = Z dies erfiillt (beachte a # 0 # b). Ohne Einschréinkung ist
also im Folgenden

F=YZ-X*~cXZ-dZ*

Setzt man schlieBlich T = (X, Y + ¢X + dZ,Z), so ist T ein projektiver Koordinatenwechsel
(denn die Determinante der zugehorigen linearen Abbildung k& — k* verschwindet nicht)
und erfiillt offenbar F” = YZ — X°.

Wieso ist diese Kurve nun nichtsingulir? Sei dazu P = [a : b : c] € F und zum Beispiel
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¢ # 0, also ohne Einschrinkung ¢ = 1. Wir miissen dann mp(F) = m,;(F,) = 1 zeigen. Es
ist F, = Y — X*> und somit b = a*>. Mit T = (X + a, Y + a*) bleibt also m((F.)") = 1 zu
zeigen. Es ist aber

FX+aY+d)=Y+ad*—X*+2aX +d®) =Y -2aX - X°.

Der niedrigste homogene Anteil von (F,)T ist Y — 2aX, also vom Grad 1. Das zeigt die Be-
hauptung. Fiir a # 0 oder b # 0 lduft die Argumentation analog. m|

Motiviert durch dieses Beispiel wollen wir das Ergebnis aus dem Lemma verschirfen. Wir
skalieren dazu die Ungleichung (etwa wie in Korollar 1.2) mit dem Faktor %:

Theorem 1.3 Sei F eine irreduzible Kurve vom Grad n. Fiir P € P? bezeichne mp = mp(F).
Dann ist

Z mp(mp — 1) _(n—1Dn—2)

PeP? 2 2
Bemerkung Man beachte, dass wir im Falle n = 2 tatsdchlich ) mp(mp — 1) = 0 erhalten
und die Ungleichung daher scharf ist. Damit sieht man erneut, dass jede irreduzible Kurve
vom Grad 2 nichtsingulir ist.

Beweis Sei r := w -y el > 2eD) oy me0esl) > () (siehe Lemma 1.1). Wir
wihlen dann r paarweise verschiedene einfache Punkte Qy, ..., O, € F (im Falle r = 0 wihlen
wir nichts). Seien Py, ..., P, die (nach dem Lemma endlich vielen) singulidren Punkte von F.
Wie in [Ful] (§ 5.2) sei wieder V(d;r1S1,...,nS;) = {Kurven G vom Grad n : mg,(G) > r;}.

Wir behaupten, dass
Vi=Vin-1,0,...,0,(mp, — 1)Py,...,(mp, — 1)P;) # 0

Angenommen diese Behauptung ist wahr, und G wire so ein Polynom vom Grad n — 1 mit
mo(G) > 1, mp(G) > mp, — 1. Da G vom Grad n — 1 und F irreduzibel ist, folgt mit
Korollar 1 zum Satz von Bézout (man beachte in der letzten Umformung: mp(mp — 1) = 0
fiir P ¢ {Pq, ..., P,}):

r

nn=1)2 Y mpmp(G) 2 Y momo(G)+ > mpmp(G)
i=1

PeP? i=1

>r+ Zmpi(mpi -)=r+ Z mp(mp — 1).
i=1 PeP?
Substituiert man in dieser Ungleichung den Wert fiir r, so erhilt man die Aussage des Theo-
rems.
Nun zum Beweis der obigen Behauptung: Aus Vortrag 2 wissen wir

dim(V) >

n-Dn—-1+3) &2-1 & mp(mp—1)
2 _Z _Z 2

i=1 i=1

_(n=Dn-1+3) mp(mp — 1)
PclP?
Beachte (siehe [Ful] (S. 48, Aufgabe 4.11)), dass damit tatsdchlich V #  folgt. O



Natiirlich folgt aus diesem Theorem auch, dass Geraden nichtsingulér sind (ein Resultat, dass
man auch leicht elementar hitte zeigen konnen). Wegen w = 1 hat eine irreduzible
Kurve vom Grad 3 maximal eine Singularitit und zwar héchstens mit Vielfachheit 2. Eine
Kurve vom Grad 4 hat dann maximal einen Punkt mit Vielfachheit 3 oder maximal drei
Punkte mit Vielfachheit 2 (aber nicht beides zugleich).

Bemerkung Fiir keinen Grad n kann das Theorem verschérft werden. Genauer: Das Poly-
nom F = X" + Y"'Z ist nach dem Satz von GauB irreduzibel und hatin Q = [0 : 0 : 1]
Vielfachheit my = my(F) = n — 1. Es erfiillt daher

(n—1Dn-2) _momg—1) < Z mp(mp — 1)
2 2 2
PelP?
Beweis Es ist mp = m)(F.) = moo(Y""' + X") = n — 1 nach Definition der projektiven,
und dann der affinen Vielfachheit. m]

Nun folgt die Formulierung und ein Beweis der Ubungsaufgabe 5.26 in [Ful] (S. 60). Sie
wird unter anderem in den Vortrigen zum Thema Auflésung von Singularitdten benotigt.

Proposition 1.4 Sei char(k) = 0 und F eine irreduzible Kurve vom Grad n in P*. Sei P € 1P?
und mp = mp(F) = r > 0. Flir alle bis auf endlich viele Geraden L durch P gilt dann: L
schneidet F aufler in P noch in n — r weiteren, paarweise verschiedenen Punkten.

Beweis Die Idee ist, diejenigen Geraden L durch P zu betrachten, welche weder Tangente
irgend eines Punktes auf F sind, noch eine Singularitit von F (auBler evtl. P) schneiden. Es
liegt dann nahe, dass L genau n — r Punkte auBler P schneidet (sieche Regeln der Schnittzahl
und Satz von Bézout) und es bleibt dann nur noch zu zeigen, dass die Menge der sonstigen
Geraden durch P endlich ist.

Zuerst ein paar Bezeichnungen: F;,, sei die Menge der Singularititen auf F, Bp die Menge
der Punkte Q # P mit Vielfachheit 1 auf F, sodass die Gerade durch P und Q die eindeutige
Tangente von F an Q ist.

Ist L eine Gerade durch P, mit L N [(Fing \ {P}) U Bp] = 0 und sodass L keine Tangente von
F an P ist, so miissen wir nach der Motivation zeigen: #[(F N L) \ {P}] =n—r.

L hat keinen irreduziblen Faktor mit F' gemeinsam, sonst wére nach den Rechenregeln der
Schnittzahl I(P,FF N L) = oo > my(F), was ein Widerspruch dazu ist, dass L keine Tan-
gente von F an P ist. Daher folgt direkt aus dem Satz von Bézout: } pcp2 I(Q, F N L) =
deg(F)deg(L) =n-1=n.

Daraus und aus I(P,F N L) = mp(F) = r (denn L ist keine Tangente von F an P) erhal-
ten wir: 3 pep2\py [(Q, F N L) = n—r. Sei Q € (F N L)\ {P}. Per Definition von L ist
dann Q ¢ Fgpne. AuBerdem ist Q ¢ Bp und daher L keine Tangente von F an Q. Also ist
I(Q,LNF) =my(F) = 1. Es folgt

#(FN L)\ {P)] = Z 1= Z IO, FNL)= Z IO, FNLy=n—r

Qe(FNL)\(P} Qe(LNF)\(P} QeP2\(P}

Es bleibt die zweite Behauptung der Motivation zu zeigen, d.h. dass die Menge der sonstigen
Geraden durch P = [p; : p, : p3] endlich ist. Dazu geniigt es, die Endlichkeit von Bp U F,e
nachzuweisen, da es jeweils nur eine Gerade durch zwei festgelegte Punkte gibt. Nun hat
sich Fn, schon als endlich herausgestellt, sodass die Endlichkeit von Bp zu zeigen bleibt.
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Seidazu G := pFx + poFy + p3Fz. Wir behaupten Bp C F N G:

Sei Q € Bp. Die Tangente L von F an Q ist gegeben durch die Gleichung Fx(Q)X+ Fy(Q)Y +
Fz(Q)Z = 0. Per Definition liegt auch P auf L. Wir haben also G(Q) = p Fx(Q)+ p,Fy(Q)+
p3Fz(Q) = L(P) =0, also Q € FNG. Aber F N G ist endlich (denn F ist irreduzibel, F und
G haben also keine gemeinsame Komponente), und somit auch Bp. O

2 Max Noethers fundamentales Theorem

Definitionen Die Elemente der freien abelschen Gruppe mit Basis IP? heiBen Nullzykel. Wir
konnen sie betrachten als formale Summen )’ pcp2 npP, wobei die n,’s ganze Zahlen sind,
die fast alle Null sind. Dann ist ) pep2 npP + > pep2 mpP = 3, pep2(np + mp)P.

Der Grad des Nullzykels )’ npP ist definiert als die Summe der (endlich vielen) Koeffizien-
ten, ), np. Er heillt positiv, wenn np > O fiir alle P. Wir sagen ) npP ist grofler als ), mpP,
wenn np > mp fiir alle P. Man schreibt dann ) npP > > mpP.

Es seien F, G Kurven vom Grad m bzw. n ohne gemeinsame Komponenten. Wir definieren
dann den Schnittzykel F o G durch

FeG = ZI(P,FmG)P

PelP?

Dies ist nach dem Satz von Bézout ein wohldefinierter positiver Nullzykel vom Grad mn.
Einige Eigenschaften der Schnittzahl iibersetzen sich unmitellbar in entsprechende Eigen-
schaften des Schnittzykels, zum Beispiel: F ¢ G = Geo F, F e GH = F ¢ G + F o H sowie
F o (G + AF) = F ¢ G, wenn A ein homogenes Polynom vom Grad deg(G) — deg(F) ist.

Das Theorem von Max Noether befasst sich mit der folgenden Frage: F, G und H seien Kur-
ven mit H e FF > G e F, d.h. H schneidet F in einem groBeren Zykel als G. Wann gibt es
dann eine Kurve Bmit Be F=He F—Ge F,dh. I[PBNF)=1I(PHNF)-I(PGNF)
fiir alle P € P?? Man beachte, dass nach dem Satz von Bézout dazu insbesondere deg(B) =
deg(H) — deg(G) gelten muss.

Bemerkung Angenommen, wir wiirden homogene Polynome A, B finden mit H = AF+BG.
Dann 16st B das obige Problem.

Beweis He F = (AF + BG)e F =BGeF=BeF+GeF |

Die Frage ist nun, ob die Existenz solcher Polynome A, B wie in der Bemerkung in gewisser
Weise bereits lokal geniigt. Genauer:

Sei P € P%, F,G zwei Kurven, H eine weitere Kurve. Wir sagen, dass die Noetherbedin-
gungen in P erfiillt sind, falls H, € (F,,G,) € Op(P?), d.h. wenn es a, b € Op(IP?) gibt mit
H,.=aF. +bG..

Theorem 2.1 (Max Noethers fundamentales Theorem)

Es seien F,G, H projektive ebene Kurven und F,G haben keine gemeinsame Komponente.
Dann gibt es eine Gleichung H = AF + BG (mit A, B homogenen Polynomen vom Grad
deg(H) —deg(F) bzw. deg(H) — deg(G)) genau dann, wenn die Noetherbedingungen in jedem
Punkt P € F NG erfiillt sind.



Beweis Ist H = AF + BG, dann ist H, = A, F, + B,G, in jedem Op(IP?), was sofort die eine
Richtung zeigt.

Wir nehmen umgekehrt an, dass in jedem Punkt P € F N G die Noetherbedingungen erfiillt
sind. F' N G ist endlich, weswegen es Geraden L gibt, die F' N G nicht schneidet (man wéhle
einen Punkt P ¢ F N G. Maximal #(F N G) Geraden durch P schneiden F N G — aber von
P gehen unendlich viele Geraden aus!). Wenn wir mit einem projektiven Koordinatenwech-
sel die Punkte von Z auf die Punkte von L abbilden, konnen wir also ohne Einschrinkung
V(F,G,Z) = () annehmen.

Wir konnen daher fiir jedes P € F N G wihlen: F, = ﬁ (Fiir G und H entsprechend).
Die Noetherbedingungen sagen nun aus, dass H, = 0 € Op(P?)/(F,,G.,) fiir alle P
[p1 : p» : 1] € F NG, oder — unter dem kanonischen Isomorphismus Op(IP?)/(F,,G,)
O(pl,pz)(Az)/(F*,G*) (siehe [Ful] (Ende von §4.3)) — dass H, = 0 € Op(A?)/(F.,G,) und
zwar fiir alle P = (p1,p2) € F. N G.. Hier sind nun eleganterweise H, = H(X,Y, 1),
F.=F(X Y, 1)und G. = G(X, Y, 1) die echten Dehomogenisierungen. Da jedoch nach Pro-
position 6 aus §2.9 ein kanonischer Isomorphismus

(13l

KX YN(F.,G)= || OAY/(F..G.)

PeF.NG.

besteht, folgt H, = 0 € k[X, Y1/(F.,G.,), also H, = aF, + bG, fiir a, b € k[X, Y]. Nach [Ful]
(S. 24, Proposition 5) gibt es dann ein N € IN (geniigend groB), sodass ZVH = AF + BG mit
A, B € k[X,Y,Z]. Nun ist aber nach dem Beweis vom Satz von Bézout Multiplikation mit
Z (und damit auch mit ﬁ) in k[X, Y, Z]/(F, G) injektiv, d.h. es ist bereits H € (F,G), also
H = A’F + B'G. Hierbei sind aber A’ und B’ nicht zwangsldufig homogen. Schreibt man
aber A" = 3 Al, B" = ) B}, wobei A, B. homogene Polynome vom Grad i sind, so sieht man
durch Vergleich beider Seiten (beachte: H ist homogen!) die Gleichheit H = A F + B;G mit
s = deg(H) — deg(F), t = deg(H) — deg(G) und somit die Behauptung. O

Wir suchen nun nach Kriterien, die uns garantieren, dass die Noetherbedingungen in einem
Punkt P erfiillt sind:

Proposition 2.2 F, G und H seien ebene Kurven, P € FNG. Die Noetherbedingungen folgen
dann aus jeder der drei folgenden Bedingungen:

1. F und G schneiden sich transversal in P (d.h. mp(F) = mp(G) = 1 und die eindeutigen
Tangenten von F und G in P sind verschieden) und P € H.

2. P ist ein einfacher Punkt auf F und (P, HN F) > I(P,G N F).
3. F und G haben keine gemeinsamen Tangenten in P und mp(H) > mp(F) + mp(G) — 1.

Beweis 1. Diese Bedingung ist ein Spezialfall von 2 (und auch von 3), denn:
Da F und G sich transversal in P schneiden ist per Definition P ein einfacher Punkt
von F. Wegen P € H ist auBerdem I(P,H N F) > mp(H)mp(F) > 1 = I(P,G N F).
Ahnlich sieht man auch, dass aus 1 die Bedingung 3 folgt. Wir kénnen uns also auf die
Fille 2 und 3 beschrinken.

2. Da P auf F ein einfacher Punkt ist, ist Op(F) ein diskreter Bewertungsring und es folgt
aus Eigenschaft (8) der Schnittzahlen

ordp(H) = I(P,HNF) > I(P,GN F) = ord5(G),
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also ist H, € (G,) € Op(F). Wegen der kanonischen Isomorphie Op(F )/(G,) =
Op(P?)/(F.,G.,) (siehe [Ful] (S. 26, Aufgabe 2.44)) ist dann also H, = 0 € Op(PP?)/(F.,G,),
d.h. die Noetherbedingungen sind in P erfiillt.

3. Durch einen projektiven Koordinatenwechsel konnen wir wieder P = [0 : 0 : 1]
annehmen und erhalten m o) (H.) > m)(F.) + m,0(G.) — 1 fiir die urspriingliche
Definition der Dehomogenisierung. Alsoist H, € I' mit/ = (X, Y) und  := mo0)(F.) +
m,0)(G,) — 1. Im Lemma zum Beweis der Eigenschaft 5 der Schnittzahl wurde aber
unter gleichen Voraussetzungen I' C (F.,G.) € O)(A?) gezeigt. Also haben wir
H, e (F.,G,) C 0(070)(/&2) und damit iiber den wohlbekannten Isomorphismus auch
H, € (F.,G.) C Op(P?). =

Korollar 2.3 Eine Kurve B, welche Be F = H o I — G o F erfiillt, existiert bereits, wenn
eine der folgenden beiden Bedingungen erfiillt sind:

1. F und G schneiden sich in genau deg(F)deg(G) paarweise verschiedenen Punkten und
H durchliiuft all diese Punkte.

2. Alle Punkte in F N G sind einfache Punkte auf F und He F > G o F.

Beweis 1. Sei P € FNG. Dann ist dort I(P, FNG) > 1. Nach dem Satz von Bézout folgt

deg(F)deg(G) = Z I(PLFNG) > Z 1 = #(F N G) = deg(F)deg(G)
PeFNG PeFNG
und somit I(P, FNG) = 1 fiir alle P € F NG. Das heiit aber gerade, dass F und G sich
nur transversal schneiden, und aus Proposition 2.2 (1) folgt, dass in jedem Punkt die
Noetherbedingungen erfiillt sind. Der Rest folgt aus dem Satz von Max Noether (2.1)
sowie der vorangehenden Bemerkung.

2. Proposition 2.2 (2) garantiert, dass in jedem Punkt P € FNG die Noetherbedingungen
erfiillt sind und der Rest folgt auch hier mit dem Satz von Max Noether.

Es folgt nun eine zum Verstéindnis der restlichen Ausarbeitung weniger wichtige Anmerkung
zu Proposition 2.2:

Bemerkung Die Voraussetzungen seien wie in Proposition 2.2 und die Noetherbedingungen
seien in P erfiillt. Dann folgt umgekehrt P € H (vgl. 2.2 (1)) sowie (P, HNF) > I(P,GNF)
(vgl. 2.2 (2)).

Beweis Ohne Einschrinkung sei wieder P = [0 : 0 : 1], also H, = aF.+bG, mit der {iblichen
Definition der Dehomogenisierung und a, b € O(o,o)(Az). Es folgt H.(0,0) = a(0,0)F.(0,0)+
b(0,0)G.(0,0) =0+ 0 =0und somit auch P € H.

Sei nun D ein Hauptnenner von a und b, d.h. A := Da € k[X, Y] und B := Db € k[X, Y]. Wir
schreiben auBBerdem b = Z—; mit b,(0,0) # 0 und D = b,D’. Dann folgt

1((0,0), DN F,) + 1((0,0), H, N F.) = 1((0,0), DH, N F.) = 1((0,0), (AF, + BG,) N F.)

= 1((0,0), BG, N F.,) = I((0,0), BN F.) + 1((0,0),G, N F.).

Wir mochten 1((0,0), H.N F.,) > 1((0,0), G. N F,) zeigen, oder dquivalent /((0,0), DN F,) <
1((0,0), BN F.,). Wir haben:

1((0,0), DNF.,) = 1((0,0), bD'NF,) = 1((0,0), b,NF.)+1((0,0), D'NF.,) = 1((0,0), D'NF.),
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denn b,(0,0) # 0. Analog erhélt man
1((0,0), BN F,) = 1((0,0), D' N F,) + I((0,0),b; N F,).
Unsere Behauptung ist also dquivalent zur Tatsache 0 < 1((0,0), by N F.). O

Nun folgt eine duBerst interessante Anwendung vom Satz von Max Noether — in gewisser
Weise aber auch schon vom Satz von Bézout, je nachdem, wie man die nachfolgende Pro-
position beweist. In [Har] (S. 18, Theorem 3.4) wird folgendes bemerkenswerte Resultat
bewiesen:

Ist Y € P" eine projektive Varietit, dann besteht der Ring der regulidren Funktionen auf Y
lediglich aus den konstanten Funktionen.

Im Spezialfall, dass Y = Z(F) C IP? eine irreduzible ebene projektive Kurve ist, folgt daraus
insbesondere die folgende Proposition. Wir kdnnen sie hier aber auch seperat beweisen:

Proposition 2.4 Es sei F eine irreduzible Kurve und z € k(F) sei in jedem Punkt P € F
definiert. Dann ist bereits 7 € k.

Beweis Da I',(F) ein Integrititsring ist ((F) ist prim), ldsst sich z eindeutig (bis auf Ein-
heiten) als Bruch z = % schreiben, wobei Zihler und Nenner teilerfremd sind. Dass z in
P definiert ist, ist dann dquivalent zu G(P) # 0 und das gilt fiir alle P € F. Also ist
F NG = (. Wir kdnnen nun mit dem Satz von Bézout argumentieren, wonach also not-
wendig 0 = deg(G) = deg(H) (und somit z € k) ist. Alternativ:

Die Noetherbedingungen sind trivialerweise in jedem Punkt aus F N G = 0 erfiillt (denn das

ist die leere Bedingung), weswegen wir eine Gleichung H = AF + BG erhalten und somit:

H_AF BG B
G G G 1
Wobei im letzten Schritt F = 0 benutzt wurde. Nun muss B den gleichen Grad haben wie 1
und es folgt z = B € k. O

3 Geometrische Anwendungen des Satzes von Max Noether

In diesem letzten Abschnitt geben wir einige geometrische Anwendungen des Satzes von
Max Noether. Bemerkenswert ist vor allem, dass nichtsingulédre kubische Kurven — soge-
nannte elliptische Kurven — zu einer Gruppe gemacht werden konnen. Der Beweis der Asso-
ziativitdt wird dabei wesentlich auf unseren Ergebnissen beruhen.

Proposition 3.1 Es seien C und C’ kubische Kurven, C' e C = Z?:1 P; (nicht alle Punkte
notwendig paarweise verschieden). Q sei eine quadratische Kurve mit Q @ C = 21'6:1 P, Es
seien Py, ..., Pg einfache Punkte auf C. Dann liegen P, Pg und Py auf einer Geraden.

Beweis Wir wollen verstehen, dass die Situation von Korollar 2.3 (2) vorliegt. Dabei denken
wiruns F = C,G = Qund H = C’. Alle Punkt auf C N Q sind einfache Punkte von C und es
gilt offensichtlich C’ ¢ C > Q o C. Also existiert eine Kurve Bmit BeC =C'eC—-Qe(C =
P; + Pg + Py. Da C vom Grad 3 ist, sehen wir aus dem Satz von Bézout, dass B den Grad 1
haben muss. P7, Pg und Py liegen also alle auf der Geraden B. |



Korollar 3.2 (Pascal)

Wir nehmen an, dass die 6 Ecken eines (nicht notwendig konvexen) Sechsecks alle auf einer
irreduziblen Kurve Q vom Grad 2 liegen. Wir verlingern die 6 Seiten des Sechsecks zu Ge-
raden. Wir nehmen an, dass keine zwei Verlingerungen aufeinanderfallen. Dann liegen die
Schnittpunkte von je zwei gegeniiberliegenden Seiten auf einer Geraden.

Beweis C bezeichne das Produkt von drei linearen Polynomen, die drei Seiten des Sechs-
ecks (bzw. ihre Verlidngerungen) definieren, von denen nicht zwei gegeniiberliegend sind und
auch nicht zwei benachbart. C’ bezeichne analog die kubische Kurve definiert durch die drei
tibrigen Seiten. Nach den Voraussetzungen haben C und C’ keine gemeinsamen Komponen-
ten, es ist also nach dem Satz von Bézout C e C’ = 21-9: | P; mit gewissen Punkten P;.

Da Q irreduzibel ist, hat es auch keine gemeinsame Komponente mit C. Es ist also — wieder
nach Bézout— Qe C = Z?:l 0..

Die Punkte Q; kommen nun alle unter den P; vor und nach Umordnung kénnen wir Q; = P;,
i = 1,2,...,6 annehmen. Da Py, ..., P¢ jeweils einfache Punkt auf C sind (denn C hat die
Schnittpunkte seiner Komponenten nicht auf Q) sind also die Voraussetzungen von Pro-
position 3.1 erfiillt: P;, P und Py liegen auf einer Geraden. Dies sind gerade die iibrigen
Schnittpunkte von gegeniiberliegenden Seiten. O

Korollar 3.3 (Pappus)

Es seien Ly, L, zwei voneinander verschiedene Geraden und P, P»,P; € Ly, Q1, 0,03 €
L, paarweise verschiedene Punkte, wobei keine der Punkte im Schnitt der Geraden liegen
sollen. Es sei L;; die eindeutige Gerade zwischen P; und Q;. Wir definieren nun die drei
Punkte Ry = Ly3 ® L3, Ry = Ly3 @ Ly; und R; = L, ® L. Dann liegen die Punkte R, R, und
R; auf einer Geraden.

Beweis Wir bilden die kubischen Kurven C = Lj,L,313; sowie C' = Ly L3 Lz und Q =
L,L,. Die drei Punkte, die in C N C’, jedoch nicht in Q N C liegen, sind genau die Punkte
R{,R, und R3. Die Punkte aus O N C sind auBBerdem einfache Punkte auf C. Wir wenden
Proposition 3.1 an und erhalten, dass Ry, R, und R; auf einer Geraden liegen. m]

Proposition 3.4 Es sei C eine irreduzible kubische Kurve und C’,C" seien beliebige kubi-
sche Kurven. Es sei C' o C = Z?zl P;, und die P; seien einfache Punkte auf C (aber nicht
notwendig paarweise verschieden) und es sei C"" o C = 2?21 P;+ Q. Dann ist Q = P.

Beweis Es sei L eine Gerade durch Py, also L e C = Py + R + S. Nach Proposition 1.4 kann
R # § angenommen werden. Wir haben

9
LC”oC:LoC+C”oC:ZP,-+Q+R+S

i=1

und nach Voraussetzung C’ ¢ C = Z?:1 P;. Wir denken uns in Anlehnung an Korollar 2.3 (2):
H=LC",F =C,G = C'. Dann sind die Voraussetzungen erfiillt und es existiert eine Kurve
B mit

BeC=LC"eC—-C'eC=0Q+R+S.
Aus Gradgriinden ist B nach dem Satz von Bézout eine Gerade, und B und L haben min-

destens die voneinander verschiedenen Punkte R und S gemeinsam. Also ist B = L und wir
sehen wegen der Eindeutigkeit der Darstellung von L e C: Py = Q. O



Nun wollen wir mit unseren Methoden zeigen, dass nichtsingulidre kubische Kurven (so-
genannte elliptische Kurven) eine natiirliche Gruppenstruktur tragen. Fiir Punkte P, Q mit
P # Q gibt es eine eindeutige Gerade L, die durch beide Punkte verlduft. Nach dem Satz
von Bézout ist dann L ¢ C = P + Q + R mit einem dritten Punkt R € C (nicht notwendig
verschieden von den anderen beiden). Ist P = Q, so wihlen wir fiir L einfach die eindeutige
Tangente an P (beachte: C ist nichtsingulidr) und erhalten analog einen dritten Punkt R € C.
Wir definieren nun die Abbildung

p:CxC—-C @PQ) =R,

wobei R wie oben aus den Punkten P und Q konstruiert wird. Dies sieht schon sehr nach
einer Addition aus (Kommutativitit ist beispielsweise klar), allerdings gibt es kein neutrales
Element. Ist nimlich O € C beliebig, so gibt es nach Proposition 1.5 immer eine Gerade L
durch O, sodass L ¢ C = O + P + Q der Nullzykel dreier paarweise verschiedener Punkte ist
(sogar fast alle Geraden L durch O erfiillen das). Sodann ist aber

¢O,P)=Q+P,

sodass O kein neutrales Element bzgl. der Verkniipfung ¢ ist. Dies kann man folgendermalen
beheben:

Definition Es sei C eine nichtsingulédre kubische Kurve und O € C ein beliebiger, von nun
an fixierter Punkt. Dann definieren wir eine Addition auf C durch

©:CxXC—oC, (PO PeQ:=¢0,¢P Q)
Proposition 3.5 C bildet zusammen mit der Verkniipfung & eine abelsche Gruppe.

Beweis Die Kommutativitit von & ist klar, da ¢ kommutativ ist.
Wir zeigen, dass O neutral bzgl. @ ist. Sei dazu P € C beliebig und L die Gerade durch P
und O, also Le C = O + P + Q mit einem Q € C. Dann ist aber

PoO =¢0,¢0,P) =¢0,0) =P,

also ist O ein neutrales Element.
Seinun P € C wieder beliebig. Wir wollen ein inverses Element finden. Sei dazu R = ¢(O, O)
und Q = ¢(P, R). Dann folgt:

P& Q= ¢(0,¢(P,¢(P,R)) = ¢(O,R) = p(0,¢(0,0)) = O,

also ist Q invers zu P.

Zu zeigen ist also noch die Assoziativitit. Hierbei spielen unsere Methoden eine wichtige
Rolle. Seien P, Q,R € C. Wir wollen also (P® Q)® R = P ® (Q @ R) zeigen. Es sei L, die
eindeutige Gerade, sodass Ly ¢ C = P+ Q + S’ fiir ein S’ € C (natiirlich sei wieder L die
Tangente an P im Falle P = Q). Wir wihlen analog in der folgenden Reihenfolge Geraden
M, L,, M;, L; und M3, welche folgende Gleichungen erfiillen:

M,eC=0+S"+S
L,eC=S+R+T’

M,eC=Q+R+U
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L;eC=0+U +U
M;eC=P+U+T"
Nunist S’ = ¢(P,Q), S = ¢(0,S”) = P& Q und somit

T"=¢(S,R) = p(P®Q,R)
Ganz genauso sieht man: 7”7 = ¢(P, Q @ R). Daher ist
PeQ)®R=¢O,T); PO(Q®R)=¢(O,T").

Fiir die Assoziativitdt geniigt es also 77 = T” zu zeigen. Wir definieren dazu die beiden
kubischen Kurven C’ = L{L,L3; und C” = M{M,M5. Es ist

CeC=P+Q+S"+0+U +U+S +R+T’

C"eC=P+0+S"+O+U +U+S +R+T".

Beachte, dass alle auftretenden Punkte einfach auf C sind, denn C ist nichtsinguldr. Daher
folgt aus Proposition 3.4 die Gleichheit 7" = T". O
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